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The general theory of quantum mechanics is now almost complete. [...] The underlying
physical laws necessary for the mathematical theory of « large part of physics and
the whole of chemistry are thus completely known, [...]

P. A. M. Dirac, Proc. Roy. Soc. London A123 (1929) Seite 714-33
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Grundlagen
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Leider sind die Biicher von Papula vergriffen und daher nur in der Bibliothek erhéltlich.
Die letzten beiden Biicher sind zwei Beispiele dafiir, dafl Mathematik durchaus unterhal-
tend und spannend sein kann.
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6 1.2. Mengen

1.2 Mengen

D ”Unter einer Menge M versteht man eine Zusammenfassung von bestimmten, wohl-

unterschiedenen Objekten m unserer Anschauung oder unseres Denkens zu einem Gan-
zen.” (Georg Cantor 1845-1918)

M
mso
mq ms
my

M = {my,mg, ms,my}
M = {mg3,mg,my, mo} d.h. die Reihenfolge ist beliebig
oder M = {m;li=1,..,4}
oder M = {m;|m; erfiillt die Eigenschaft ...}
speziell M = {}
oder M = () bezeichnet die leere Menge

D Die Bestandteile oder Objekte in einer Menge nennt man Elemente. Fiir “m ist

Element der Menge M7 schreibt man: m € M. Gehort ein Objekt n nicht zur Menge M,
so sagt man “n ist nicht Element von M”: n & M.

Beispiel: M = {a,b,c}:a€ M,d¢g M

D Sind alle Elemente a einer Menge A gleichzeitig auch in einer Menge B enthalten, so
nennt man A Teilmenge von B: A C B. B wird als Obermenge von A bezeichnet: B 2
A. Besitzt B Elemente, die nicht in A enthalten sind, so wird A als echte Teilmenge
von B bezeichnet: A C B.

Symbolisch lassen sich Zusammenhénge zwischen Mengen durch sogenannte Venn-Diagramme
darstellen:
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()

ACB

A ist Teilmenge von B

Beispiel: A = {a,b,c}, B=1{a,b,c,d}: ACB bzw. B2OA

D Die Vereinigungsmenge M zweier Mengen A und B ist die Menge aller Elemente,
die zur Menge A oder zur Menge B gehoren.

M=AU B={zlre AVz e B}

N/
7

AUB
A vereinigt mit B

Beispiel: A = {a,b,c,d}, B={c,d,e, f}: AU B=1{a,b,c,dye, [}

D Die Schnittmenge M zweier Mengen A und B ist die Menge aller Elemente, die
sowohl zur Menge A als auch zur Menge B gehiren.

M=AnN B={zlre ANz e B}

B
A[ [ ]
ANB
A geschnitten mit B

© H. Ebert, 14. Ausgabe — WS 2020/21



8 1.2. Mengen

Beispiel: A = {a,b,c,d}, B={c,d,e,f}: AN B=/{cd}

D Die Differenzmenge M zweier Mengen A und B ist die Menge aller Elemente,
die zur Menge A aber nicht zur Menge B gehoren.

M=A\B={z|lre ANz & B}

~
7

A\ B
Differenzmenge von A und B

Beispiel: A = {a,b,c,d}, B={c, f,g}: A\ B={a,b,d}

S Rechenregeln
Kommutativ- bzw. Vertauschungsgesetze

AUB = BUA
ANB = BNA
Assoziativ- bzw. Verkniipfungsgesetze
AUu(BUC) = (AUuB)UC
AN(BNnC) = (AnB)NnC
Distributiv- bzw. Verteilungsgesetze
AU(BNC) = (AUB)N(AUC)
AN(BUC) = (AnB)U(ANQO)

D Sind a und b beliebige Elemente, so bezeichnet (a,b) ein geordnetes Paar oder
Dupel. Entsprechend wird (a,b,c) als Tripel und (z;,12,73,...,2,) als n-Tupel bezeichnet.

D Das kartesische Produkt M zweier Mengen A und B ist die Menge aller geord-
neten Paare (a,b), die sich aus den Elementen a € A und b € B bilden lassen.

M=A x B={(a,b)|la € A be B}
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entsprechend:

AxBxC = {(a,b,c)lac A,be B,ce C}
AXA:A2 = {(al,ag)\aleA,ageA}

© H. Ebert, 14. Ausgabe — WS 2020/21



10 1.3. Verkniipfungen und Gruppen

1.3 Verkniipfungen und Gruppen

D Eine Verkniipfung — reprdsentiert durch das Symbol o — ist eine eindeutige Vor-
schrift, die zwei Elementen a und b einer Menge M ein drittes Element ¢ zuordnet.

c=a ob

Die Menge M heifit bzgl. der Verkniipfung o abgeschlossen, falls c € M ist; d.h. es gilt:
c=aobeM VabeM

m Die Reihenfolge einer Verkniipfung zweier Elemente ist nicht notwendigerweise belie-
big, d.h. @ o b muf} nicht gleich b o a sein !

Beispiel: M = {C¥|Drehungen* um % - 360° (n =0,1,2)}

3 3
V= E
1 2 1 2
Cl = (s
C3
1 2
2 3 3 1

Die Verkniipfung o zweier Elemente von M lafit sich hier als Hintereinanderausfithrung
zweier Drehungen interpretieren. Das Ergebnis aller moglichen Verkniipfungen, die sich
dabei ergeben wird in der Verkniipfungstafel zusammengefafit:

iDrehungen sind immer im mathematischen Sinn zu verstehen; d.h. bei positivem Drehwinkel gegen
den Uhrzeigersinn
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b

—_—~
o E C3 C?

FE E O C’§
}GOb

a Cg 03 032 E
cz | ¢z E G

a o b impliziert dafl zuerst Rotation b und dann Rotation a auszufiihren ist.

D Ist auf einer Menge G eine Verkniipfung o definiert, so wird G als Gruppe beztiglich
o bezeichnet, falls folgende Gruppenaxiome erfiillt sind:

a) die Menge G ist bzgl. o abgeschlossen:
aob=ceG Va,bed

b) es gilt das Assoziativgesetz:
ao(boc)=(aob)oc Va,bced

c) es existiert ein linksneutrales Element e, so daf§ gilt:
eoa=a VaeG

d) es existiert zu jedem Element a € G ein linksinverses Element o' € G, so daf
qgilt:
altoa=e YacCG

D Fine Gruppe G wird abelsch oder kommutativ genannt, falls die Verkniipfung o
kommutativ ist, d.h. es gilt:

aob=boa Va,bedG

D Gruppen mit endlich vielen Elementen nennt man endlich. Die Ordnung einer

Gruppe gibt die Anzahl der Elemente an. Statt Verkniipfungstafel spricht man bei einer
Gruppe von einer Gruppentafel.

D Ist U C G, wobei G eine Gruppe bzgl. o ist, und ist U ebenfalls eine Gruppe bzgl.
o, so nennt man U Untergruppe von G.

S Kiirzungsregel 1

© H. Ebert, 14. Ausgabe — WS 2020/21



12 1.3. Verkniipfungen und Gruppen

G sei eine Gruppe bzgl. o, dann gilt:

aob=aoc=b=c Va,b,cedG

aob = aoc
atoaob = altoaoc
——
e ob = ¢

ment (einfach: neutrales Element ).

B Es gilt

a = eoa
atoa = alto(eoa
e = a'to(eoa
Weiterhin gilt auch
e = eoe
e = (atoa)oe
e = a‘to(aoce)

(1.1)

S Jedes linksneutrale Element einer Gruppe G ist gleichzeitig auch rechtsneutrales Ele-

(1.2)

(1.3)

Gleichsetzen von (1.2) und (1.3) fithrt auf a™' o (eoa) = a=! o (a o €). Anwendung der
Kiirzungsregel 1 fiihrt schliesslich auf e o a = a o e, d.h. e ist links- und rechtsneutrales

Element. Zusétzlich ist noch strenggenommen die Eindeutigkeit zu zeigen.

S Fiir alle Elemente a einer Gruppe G gilt:

(aH ' =a
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B Sei b € G. Dann ist wegen d) b=! o b = e. Setze b = a~!. Dann folgt:

(aHloa™ = e
(e toaHoa = eoa
(aHto(atoa) = a

(aHloe = a

()™t = a

S Jedes linksinverse Element einer Gruppe G ist gleichzeitig auch rechtsinverses Ele-
ment (einfach: inverses Element ).

B Sei b e G. Dann ist b ' ob =e. Setze b = a !

(aHtoa™ = e

aoa ! = e

D.h. a7 ! ist links- und rechtsinverses Element von a.

S Kiirzungsregel 2

G sei eine Gruppe bzgl. o, dann gilt:
boa=coa=b=c Va,bceCG (1.4)

B siehe Kiirzungsregel 1

S Eindeutige Losung einer Gleichung

G sei eine Gruppe bzgl. o, dann gilt:

1) aox=b=ax=a"'ob

2) an:b:>x:bOa—l }vaabeG

© H. Ebert, 14. Ausgabe — WS 2020/21
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aox=2»b
altoaoxr=alob
r=atob

entsprechend
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1.4 Funktionen

D Seien A und B zwei beliebige Mengen, so versteht man unter einer Funktion oder
Abbildung f von A nach B

f: A—B
eine eindeutige Vorschrift, die einem x € A genau ein y € B zuordnet:

foar—y=flz)
y heifst Funktionswert oder Bildpunkt von z.

Die Menge aller x € A, denen durch f ein y € B zugeordnet wird ist der Definitions-
bereich D(f) der Funktion.

Die Menge B ist der Wertevorrat W(f) der Funktion.

Die Menge aller Bildpunkte der Elemente einer Teilmenge U von A heifit Bildmenge
von U.

fU) = {f(x)lxeUC A}

Offensichtlich gilt: f(U) C B.

Die Bildmenge von A wird als die Bildmenge der Funktion f bzw. Wertebreich der
Funktion f, kurz Im(f), bezeichnet.

f(A) = Im(f)

Fallen B und f(A) = Im(f) zusammen, so spricht man von einer Abbildung von A
auf B. Die Funktion f: A — B wird dann als surjektiv bezeichnet.

Gilt
flxy) = f(z2) = @1 =22 Va,z2€ A

d.h. zwei verschiedene Elemente x1, xo besitzen immer verschiedene Bildpunkte, dann
nennt man die Funktion injektiv oder eineindeutig.

Ist f: A — B sowohl surjektiv als auch injektiv, so nennt man f bijektiv.

© H. Ebert, 14. Ausgabe — WS 2020/21



16 1.4. Funktionen

Zu jeder bijektiven Abbildung f : A — B gibt es eine Umkehrfunktion f~! mit:

f':B— A
y—axzeA (mit f(z)=y)

Zu jeder Funktion f : A — B gehort ihr Graph G(f), der als Teilmenge des direkten
Produktes von A und B definiert ist:

G(f) = {(zy)lre ANy = f(z) € B}
G(f) ¢ AxB

Anmerkung: Zu jedem z € A gibt es genau ein y € B mit (z,y) € G. Dieser Sachverhalt
bietet eine alternative Moglichkeit den Funktionsbegriff einzufithren ohne den Ausdruck
“Vorschrift” zu verwenden.

Beispiele:
e A und B sind endliche Mengen

° o 0o 0o @ o 0o 0 0 0 0 o
B o}lm(f>o.ooooo...o Ax B
° Q@ 2@ ¢ o @ o o 0 o
;f(A) Qooo.ooooo?\
g(f)

© 06 06 0 0 0 0 0 0 o o

e A,BCIRR
IR ist die Menge aller reellen Zahlen (s.u.)
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e surjektive Funktion
A BCR, f(A)=B

Jedes y € B wird mindestens einmal als Funktionswert angenommen.

e injektive Funktion

A, BCRR, f(r1) = f(z2) = 11 = 29

Jedes y € B wird hochstens einmal als Funktionswert angenommen.

© H. Ebert, 14. Ausgabe — WS 2020/21



18 1.4. Funktionen

A X

e bijektive Funktion mit Umkehrfunktion
A, B C IR, fund f~! sind surjektiv und injektiv d.h. bijektiv

jedes y € B wird genau einmal als Funktionswert angenommen.
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1.5 Zahlen

1.5.1 Natiirliche Zahlen, Prinzip der vollstindigen Induktion

D Der “natiirliche Zihlprozefs”, der ausgehend von der “0” die natiirlichen Zahlen
(N ={0,1,2,3,...}) erzeugt, lafst sich durch die Peano-Axiome formalisieren:

a) Die natiirlichen Zahlen bilden eine Menge IN mit dem ausgezeichneten Element “07.

b) Auf IN ist eine Abbildung v : IN —— IN \ {0} erklirt, die zu n € IN den Nachfolger
v(n) angibt.

c) ny # ng = v(ny) # v(ng)

d) Enthdlt eine Teilmenge A C IN die Zahl 0 und ist mit jedem n € A auch v(n) € A,
so ist A =IN (Prinzip der vollstandigen Induktion).

Statt 0,2(0), v(v(0)), v(v(v(0))), ... schreibt man 0,1,2,3,...

m Alle Eigenschaften der natiirlichen Zahlen lassen sich “rein logisch” aus den Peano-
Axiomen ableiten. Insbesondere ist festzuhalten:

e Auf der Menge der natiirlichen Zahlen ist eine Ordnung (kleiner, gleich, grofier)
gegeben, mit der Figenschaft: fiir beliebige x,y € IN gilt entweder = < y oder z =y
oder z > y.

e Es lassen sich die bekannten Rechenoperationen einfiihren:

—Addition
—Multiplikation

—Subtraktion
—Division

} kommutativ

Alternative Formulierung fiir das Prinzip der vollstindigen Induktion:

A(n) sei eine Aussage iiber die Zahl n (n € IN). Ist die Aussage fiir n = ng richtig und
folgt aus der Richtigkeit von A(k) fiir ein beliebiges k € IN, k > ny, diejenige von A(k+1),

© H. Ebert, 14. Ausgabe — WS 2020/21



20 1.5. Zahlen

so ist A(n) fiur alle n € IN,n > ny erfiillt.

m Die “Aussagenkette” mufl nicht unbedingt bei ng = 0 gestartet werden.

Beispiel:

Fiir jedes n > 1 gilt:

di =142+...4+n=
1=1

n(n+1)
2

Induktionsanfang: Die Aussage ist richtig fiir n = ny = 1.

Induktionsannahme: Die Aussage ist richtig fiir ein k£ > 1.

Induktionsschritt:

- (’““) + (k1)
Kkt 1) 420k + 1)
4 (k2
(k+1)2[(/<:+1)+1]

2

Dies ist genau die Beziehung die fiir (k+1) erwartet wird! Damit folgt aus der Korrektheit
der Aussage fiir k die fiir (k+ 1). Da die Aussage fiir n = ny = 1 korrekt ist, ist sie somit
fir alle n > 1 korrekt.

1.5.2 Ganze, rationale und reelle Zahlen

IN bildet bzgl. der Addition keine Gruppe.

D Die Menge Z der ganzen Zahlen entsteht durch Erweiterung der Menge IN durch
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Ergianzung mit den inversen Elementen bzgl. der Addition.

Esgilt: INC Z

S Z bildet bzgl. der Addition eine abelsche Gruppe.

Die Ordnung von IN wird auf Z iibertragen.
Z* = 7Z \ {0} bildet bzgl. der Multiplikation keine Gruppe.

D Die Menge @ der rationalen Zahlen ist die Menge aller Zahlen, die sich durch
p/q mitpe Z, q € IN* =IN\ {0} darstellen lassen.

Q = {zlx=pleg,peZ, qge N}

Esgilt: INCZC®

D Auf einer Menge K sei eine Addition + und eine Multiplikation - definiert. K wird
Korper genannt, falls

a) K eine abelsche Gruppe bzgl. der Addition bildet mit dem neutralen Element 70"
b) K* = K\ {0} eine abelsche Gruppe bzgl. der Multiplikation bildet
c¢) das Distributivgesetz

a-(b+c) = a-b+a-c Va,bce K

qgilt.

S Q ist ein geordneter Korper. Die Ordnung von Z tbertrdgt sich auf Q durch

/

13<3, — p-¢d<p-q
q q

S Jede rationale Zahl lafit sich als endlicher oder periodischer Dezimalbruch darstellen
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22 1.5. Zahlen

und umgekehrt.

Beispiel:
1 _
6 = 0,166666...= 0,16
_ 1 _
0,16 = —(140,6
Y 10( _'_ ? )
1 1 _
- (14—
10( +10(6+0,6))
_ 1 _
Nebenrechnung: 0,6 = TO(6+0’6)
9-0,6 = 6
0.6 = -
3
i — 2
Damit: 0,16 = (1—|—§)

S Die Gleichung x* = 2 besitzt keine Liosung in Q.

Ar(z®* =2, 2=p/q€Q)

B Annahme: Behauptung doch erfiillt (*):

(p/q)® = 2 mit peZ geIN.

Es gilt: p und ¢ sind nicht beide gleichzeitig gerade (**) — ansonsten wird solange gekiirzt
bis dies erfiillt ist. Nun ist aber nach Annahme:

d.h. p ist gerade.? Setze p = 2m

§ Dies gilt, da fiir p = 2n gerade = p? = 4n? gerade und p = (2n+1) ungerade = p? = 4n? +4n+1
ungerade.
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(2m)* = 2¢°

4m? = 2¢°

2m2 — q2
4

q ist gerade

Dies stellt einen Widerspruch zu obiger Aussage (**) dar. Damit muf die urspriingliche
Annahme (*) falsch sein; d.h. die Aussage des Satzes ist richtig!

Dennoch muB es Zahlen r mit der Eigenschaft r? = 2 geben.

Satz des Pythagoras r? = a® + b?

speziell

/7

r nennt man irrationale Zahl.

Jede irrationale Zahl 148t sich durch einen unendlichen nichtperiodischen Dezimalbruch
darstellen.

D Die Menge aller rationalen und irrationalen Zahlen bildet die Menge der reellen
Zahlen IR.

Esgilt: NCZcCcQCR
IR ist ein geordneter Korper
d.h. u.a.

r>y — x+z>y+z
und

r>0,y>0 = z-y>0
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1.5. Zahlen

Graphische Darstellung mittels der Zahlengeraden:

Nullpunkt
| R B
n<x X Ys >
Y2 =
Intervalle (Teilmengen) von IR
la,b] = {z|la<z<b, xe€R} abgeschlossen u
Ja,b] = {z]la<zx<b,z€IR}  halboffen H
la,b] = {z|la<z<b xeR}  halboffen H
Ja, b = {z]a<z<b, zeR} offen H

1.5.3 Komplexe Zahlen

S Die Gleichung r? = —1 besitzt keine Losung in IR.

Ar(r*=—1,7r € R)

B

r>0y>0=az-y>0 2 £0ER = 22> 0
r<0,y<0=2x-y>0
damit gilt fir r € IR

r=0 = r*=0
r40 = r*>0
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d.h. der Fall 72 < 0 tritt niemals auf fiir € R.

D Die imaginire Zahl i ist definiert als Losung der Gleichung 2> = —1, durch
i? = —1.

D Die Menge der komplexen Zahlen C ist die Menge aller Zahlen der Form

z=x+1iy mit z,y€R

x wird Realteil von z genannt; © = Re(z)

y wird Imaginérteil von z genannt; y = Im(z)

N Alternative Schreibweise: z = (z,y) € IR?

D Die Addition auf C ist definiert durch:

(x+iy)+(u+w)=(z+u)+i(y+v) € C
fr

Abgeschlossenheit

Beispiel:

(5+143)+ (7T—142) = 12+

D Die Multiplikation auf C ist definiert durch:

r+w) (u+w) = z-utzT-wHiy-utiy-w

Y

(z-u+dy-v)+i(z-v+y-u)

= (z-u—y-v)+i(r-v+y-u) € C

eR eRR 1

Abgeschlossenheit

Beispiel:

(541i3) - (7T—1i2) = 35— (—6)+i(—10+ 21)
— 41+il1
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26 1.5. Zahlen

S C ist ein Korper bzgl. der Addition und Multiplikation.

Esgilt: NCcZcQcRcC

C ist nicht geordnet; d.h. z; < 29 ergibt keinen Sinn

Darstellung komplexer Zahlen in der Gauf3ischen Zahlenebene

Y1 Im(z) 2= +iy=(z,y)

Re(z2)

X

Zr=x—1y

D 2* =z — 1y wird die zu z = x + iy komplex konjugierte Zahl genannt.

D Der Ausdruck |z| = \/z z* wird Absolutbetrag der komplezen Zahl z genannt.

Vet = /(a+iy)(z — iy) = /a2 + ¢

Darstellung in Polarkoordinaten (r, ¢):

Aus der Eulerschen Formel (Ableitung erfolgt spéter)
e = cosp+ising
ergibt sich die Darstellung (fiir z # 0):

z = x4y (b:sign(y)arccos'ﬂ, —rt<o<m
z
|z| cos ¢ + i |z] sin ¢
= |z| (cos ¢+ isin¢)
= Jele®

= re'?
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r ist der Absolutbetrag und ¢ die Phase der komplexen Zahl z. Die Vorzeichenfunktion
ist definiert als

-1 fiir <0
sign(z) = 0 fir =0
+1 fiir >0

In der Polardarstellung lassen sich die Multiplikation, Division und das Potenzieren kom-
plexer Zahlen besonders einfach ausfithren. Mit z; = 7€/t und 2z, = rye’®? gilt:

Multiplikation:

Z = 2122

o1 @2

- r9€’
i1 pid2

i(p1+¢2)

= re
= T1rae

= TIireqe

FT Ay Im(2)

Z9 21

Re(z)

Division:
z = z1/2

— T i(¢1—¢2)
T2

Im(z)

z=z1/%

2

Re(z

~—

21

P2
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1.5. Zahlen

Potenzieren:

24

Z3

n _ipn

rye

Im(2)

21




Kapitel 2

Analytische (Geometrie und
Lineare Algebra

2.1 Vektoralgebra

Motivation:

- geometrisch anschauliche Zusammenhénge mathematisch auszudriicken

- Moglichkeit geometrische Objekte Rechenoperationen zu unterwerfen

- Einfithrung von Begriffen, die in vielen anderen Bereichen Anwendung finden

2.1.1 Einfithrung des Vektorbegriffs in Anlehnung an die
Euklidsche Geometrie

Représentation von Punkten im Ortsraum durch n-Tupel
- Punkte auf einer Geraden

P+—zeR

E
—
0

- Punkte in einer Ebene

T2

29



30 2.1. Vektoralgebra

- Punkte im 3-dimensionalen Ortsraum

! S

o P

X2

T P+ (11,79,23) € R* =R x R x R

Jeder Punkt im Ortsraum la8t sich eindeutig einem Punkt eines abstrakten Raumes zu-
ordnen.

m Bei der Zuordnung von Punkten des Ortsraumes zu Zahlentripeln héngen die Koor-
dinaten von der Wahl des Koordinatensystems ab.

m Es wird im folgenden immer ein (rechtwinkliges) kartesisches Koordinatensystem
vorausgesetzt

D Unter dem n-dimensionalen Raum IR" versteht man die Menge aller geordneten
n-Tupel (x1,xs,...,x,) mit x; € R. Jedes n-Tupel reprisentiert einen Punkt im Raum
IR". Die Grofien x; sind seine Koordinaten.

D Unter einem Vektor U des IR" versteht man das n-Tupel, das sich aus der Differenz
der Koordinaten zweier Punkte des IR™ ergibt.

r1,B — T1,A U1
ToB — T2A U2

<l
I
I

Tn.B — TpA Unp,
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N Schreibweise in der Regel als Spaltenvektor, gelegentlich als Zeilenvektor
(Ul, V2, ..., Un)

Symbol: ¥, v, v u.s.w.

Geometrische Deutung;:

N
U v=AB
1—)‘1 A (OR}
| ’172 | T2
—4 — _+ I
—————— +
€
- Ein Vektor ist eine gerichtete Strecke
- Der Aufpunkt (A) ist nicht in Raum festgelegt
m Die Koordinaten vy, vs,...,v, bzw. Komponenten ;,vs,...,7, eines Vektors

héngen von der Wahl des Koordinatensystems ab.

D Ortsvektoren sind ortsfeste Vektoren mit dem Ursprung als Aufpunkt.
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2.1. Vektoralgebra

2.1.2 Gleichheit, Addition, Subtraktion und Multiplikation

mit einem Skalar

D

Zwei Vektoren @ und b aus R™ sind gleich wenn ihre Koordinaten gleich sind.

Beispiel:

fg///
Ty e

gleich  gleich  ungleich wungleich ungleich

D

Zwei Vektoren @ und b aus R™ werden zu einem Vektor & addiert indem man die

Koordinaten addiert.

Beispiel:

C1 a1+b1
bzw. : = :
b
= = a
i B a at+b=c=b+a =
b b

Die Addition von Vektoren ist kommutativ.

d+b=b+ad
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a; + by by + a1

STl
_l’_
>

Il

Il

I
Sl
_l’_
QU

D Zwet Vektoren werden voneinander subtrahiert indem ihre Koordinaten vonein-
ander subtrahiert werden:

a; — by 1

o)
I

2y
|

Sl
I

I

Qp — bn Cn

b
JL ﬂa
; a—b

D Der Nullvektor ist ein Vektor dessen Koordinaten alle gleich Null sind.

Beispiel:

0

S Die Menge aller Vektoren aus IR™ bildet bzgl. der Vektoraddition eine kommutative
Gruppe, da die Gruppenaxiome

G1: Abgeschlossenheit d, beR"=>d+b=ccR"
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34 2.1. Vektoralgebra

-,

G2: Assoziativgesetz d+ (b+7) = (@+b) + ¢
G3:  Emistenz eines neutralen Elements 0+d=d, 0 € R"
G4: Euxistenz eines inversen Elements d@ ' +d=0, mita ' = —a

sowie das Kommutativgesetz a + b="b+a

erfillt sind.

D Multiplikation eines Vektors mit einem Skalar

Ein Vektor d € R™ wird mit einem Skalar A € IR multipliziert indem jede Koordinate des
Vektors mit X multipliziert wird.

b=\ mit bj=Xa; i=1,....n

Beispiel:
i b l_)'/ b g///
A>1 0<XN<1 -1< M <0 N < =1
resultierender parallel . - anti-parallel -
Vektor: 2u a 2u a

S Rechenregeln (1, \ € R; @,b € R")

a) \d = a\
b) AMud) = (Ap)a

¢) N@+0) = A\d+ \b
d) (A + p)a = \a+ pd

Die Operationen
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fiihren auf den Nullvektor ¢=0 mit ¢; =0,i=1,....n

D Die Addition von k Vektoren a; (i = 1,...,k), die mit Vorfaktoren \; versehen sind,
nennt man Linearkombination.
k

i=1

Aaig + Ao+ .o Apar

M1 + Aoy + . oo+ Ay i

Beispiel:

Schwerpunkt:

rsp = Z m,

d = Z%‘ﬁ

2.2 Das skalare Produkt zweier Vektoren

elektrisches Dipolmoment:

D Das innere oder skalare Produkt (a, 5) aweier Vektoren @ und b € IR™ ist gegeben
durch die reelle Zahl:

(6, g) = Z C(,ibz‘
i=1
= a1b1 + a2b2 + ...+ anbn
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36 2.2. Das skalare Produkt zweier Vektoren

m Unabhéngig von der Wahl des Koordinatensystems (Beweis folgt spéter).

Allgemein definiert man fiir komplexwertige Koordinaten:

n

@b = > aib; mit @beC”

7
i=1

_ (z aib:) _ G.a
=1

S Rechenregeln () € R; d, b, ¢ e R")

b) = (b,d) Kommutativgesetz
a,b) + (d,c) Distributivgesetz

zu a) (a@,b) = Zaibi => bia; = (b, @)

D Die Lange eines Vektors a € IR" ist definiert durch die reelle Zahl a mit:

a=/(a,d) = a)'"? b (O ala)’* fir daecC"

i=1 =1

N |d| = a “a-Betrag”

Beispiel:
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a
az |d| = /a2 + a3
n = 2 : Satz des Pythagoras: A 4l P

a1

D Unter Normierung eines Vektors versteht man die Multiplikation mit einem Ska-
lar, so daf$ der neue Vektor @’ eine vorgegebene Linge \ besitzt:

>

C?l - jc_i
[

Speziell: A = 1 fithrt @ in einen sogenannten Einheitsvektor {iber.

i'=¢é=—da mit [¢]=1
I
Beispiel:
L 1 1! 1/Ve
i=| -1 |=la=v6 und é=—da=—| -1 |=| —-1/V6
2 6 61 2 2/7/6

N

7, €z oder a.

O

Speziell: Einheitsvektoren lings der Koordinatenachsen €, €,, €, oder Z, g, 2

-

D Zwei Vektoren @ und b sind orthogonal zueinander falls (d,b) = 0 ist.

Bedeutung des skalaren Produkts im Ortsraum

N In diesem Zusammenhang schreibt man iiblicherweise @ - b statt (@, b)

Speziell: b ist Einheitsvektor parallel zu einer der Koordinatenachsen, z.B. b=é.
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38 2.2. Das skalare Produkt zweier Vektoren

aq 1
T2 651 = a9 0
: as 0
— ‘
a \
\ = a
\ = aCcos
a\ [+
€
P
a1 = @ CoS &
T

Da das Skalarprodukt unabhéngig vom Koordinatensystem ist, gilt allgemein:

@-b = abcos J(a,b)
= abcosa
fiir orthogonale Vektoren gilt a - b =0 d.h.

cosa =0 = a=190° bzw. ig

Anwendungen:

Magnetisches Moment m im Magnetfeld B

3

—

Zeeman-Energie £ = —m - B

Arbeit W gegen eine konstante Kraft F (Erdanziehung) langs eines Weges §

W = F-§

ﬁ - _ﬁ grav
. 0
Fgrav = mg =mg 0



KAPITEL 2. ANALYTISCHE GEOMETRIE UND LINEARE ALGEBRA

39

el
I

1
al 2
3
W = mga(0-14+0-2+1-3)

= 3mga

2.3 Das Kreuzprodukt und Spatprodukt

D Das Kreuzprodukt d x b zweier Vektoren @ und b € IR® ist definiert durch:

&1 asbs — asby
c= Co = a3b1 —albg =axb
C3 a1by — azby

Merkregel

+ + + -~ -
N
€1 €9 €3
X X X X
a; Qo as
XX X X

by by bs

/XX N

= €1a2b3 + 52a3b1 + 53&1[)2

oy
Il

—  €iasby — €3a1b3 — €3a9by

Bedeutung des Kreuzprodukts im Ortsraum

A

A

S

Sl
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A=dxb gibt die Fliache des von @ und b aufgespannten Parallelogramms an:
‘/f’ = ‘6 X I;‘ = |d| ‘5’ sin «v

wobei A die Orientierung der Fliache angibt. Die Vektoren a, b und A bilden ein Rechts-
system.

aq b1
Fiir den Speziallfall @ = ( as ) , b= ( b ) ist dieser Zusammenhang leicht zu zeigen:

by

a2

b ay
fY: a X g mit Ag = (a1b2 — ale)

d.h. die Flache des Parallelograms, das von @ und b aufgespannt wird, ist gleich der
Differenz der Rechteckflachen a;b, und aqb,.

S Rechenregeln

e) Zyklische Vertauschung:

(@xb)-C=(bxd)-d=(Cxa)-b
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f) Grassmannscher Entwicklungssatz:
ax (bxd) =0 & —aa-b)

g) Lagrangesche Identitit:

- -

(@xb)-(@xd)= (@ &) d— (@G- o

Anwendungen:

Drehmoment D =7 x E

-]l

Drehimpuls L=7x D

Lorentzkraft F = qu X B

D Das Spatprodukt dreier Vektoren a, g, ¢ € R? ist definiert durch:

S

(@xb)-c

] A

[/
7

!

Sl
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42 2.4. Geraden- und Ebenengleichung

S Das Spatprodukt (a x l;) - C gibt das Volumen des durch die Vektoren d, l;, ¢ aufge-
spannten Parallelepipeds an:

-

V=@xb) &

m V >0 falls a, g, ¢ ein Rechtssystem bilden; sonst gilt V' < 0.

2.4 Geraden- und Ebenengleichung

Im folgenden wird i.allg. von a, l;, ... € R? ausgegangen.

D Der Abstand zweier Punkte A und B ist die Ldnge des Vektors, der sich als
Differenz ihrer Ortsvektoren 7’4 und g ergibt:

dap = dpa = |Ta — T'B|

S Alle Punkte deren Ortsvektoren durch
F=d+\b ANeR;b£0

gegeben sind, liegen auf einer Geraden.

Abstand eines Punktes zu einer Geraden:
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Es gilt:
dm:@xﬂ mit  dy = i’p, — 7p

wobei A willkiirlich gew&hlt werden kann

Speziell: A =0

S

Alle Punkte deren Ortsvektoren durch

F=a+MNo+pué MpueR;bxe£0

gegeben sind, liegen auf einer Ebene.

S

Hessesche Normalform
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44 2.5. Lineare Vektorrdume

Alle Punkte deren Ortsvektoren die Gleichung
n-f=d deR;n#0

erfiillen, liegen auf einer Ebene senkrecht zum FEinheitsvektor n im Abstand d zum Ur-
sprung.

=
—_—
!

2.5 Lineare Vektorriaume

D Sei V' eine abelsche Gruppe bzgl. 4+, K ein Kéorper und o eine Abbildung mit der
FEigenschaft:

a  KxV—V
(A, @) — oA, @) = \d

dann heifit V linearer Vektorraum falls die Eigenschaften

Abgeschlossenheit

a) \a+ b eV
Assoziativgesetz

b) A(pd) = (Ap)a
Distributivgesetze

c) (A +p)d = Aa+ pd
d) M@+ b) = Ad+ \b

erfillt sind.

aeV  heifit Vektor
A€ K heifst Skalar

m Im allgemeinen wird im folgenden V' = IR" und K = IR vorausgezetzt; das Adjektiv
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“linear” entfallt.

D p Vektoren dy,...,d, eines Vektorraumes V heiflen linear abhingig wenn es
A1, .. Ap € IR gibt, die nicht alle gleichzeitig 0 sind, so dafs

A151+...+Apap:6

Nicht linear abhingige Vektoren heiffen linear unabhéngig.

/)

linear abhéngig linear unabhéngig

S

o

D Gibt es in einem Vektorraum eine maximale Zahl k von linear unabhdngigen Vek-
toren, so heifst k die Dimension von V', sonst heif$t V unendlich dimensional.

N

dim V = k oder V}, statt V'

D Ist Vi, ein Vektorraum der Dimension k, so heifien je k linear unabhdingige Vektoren
eine Basis von V.

N Die Basisvektoren ay, ..., a; spannen den Vektorraum Vj auf.

S Ist V. ein Vektorraum der Dimension k und bilden dy, . .., dy eine Basis, so lift sich
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46 2.5. Lineare Vektorrdume

jeder Vektor b aus V auf eindeutige Weise als Linearkombination

=1

darstellen.

B

di,...,dr  sind linear unabhéngig
b,dy,...,dy sind damit linear abhéngig

:>)\bg—|—)\1£_l'1++>\kd’k:6

b = ——d; — ... — —day
oder b = Ny + ...+ Ny
damit ist b als Linearkombination darstellbar.

Eindeutigkeit:

= pidy + ...+ pgdy
= (M —p)ar+ ...+ (N, — p)ay
= V161+...+Vkﬁk

Annahme es gelte weiter:
Differenz bilden —

Ol oy

Es gilt v; = 0 Vi wegen der linearen Unabhéngigkeit der a;.
Damit X, = p; Vi und damit ist die Eindeutigkeit bewiesen.

S Alternative Formulierung: Jedem Vektor b eines linearen Vektorraumes Vi, der Di-
mension k wird beziiglich der festen Basis dy, . .., a durch die Vektorgleichung

in umkehrbar eindeutiger Weise ein geordnetes k-Tupel (M1, ..., \x) zugeordnet

b o« (A, ooy Ak)

—

N Die \; heilen Komponenten von gbzgl. der Basis ay, ..., dy
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Alternativ:

A Koordinaten

il Komponenten

Berechnung der Komponenten

Ma 4. M\d@y = b

ay
di —
Q. q
fihrt auf
AMaig + Xaaro + .o+ Apar g by
/\1(11'71 -+ )\20/1"2 +...+ /\kai,k = b;
Aagy + Aoago + .+ Apag b

Dies stellt ein System von k linearen Gleichungen in den Unbekannten Ay, ..., A\x dar. Der
Losungsweg wird spéter behandelt.

D Den Ubergang bei der Festlequng der Komponenten eines Vektors bzgl. einer Basis
dy,...,dy zu einer Festlegung bzgl. einer Basis @, ..., d, nennt man Basistransforma-

tion.
NI
Y— A Ao

! =
A} dy
by = Ao @y
by =M\ @y
as
- Pl
sy ay
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48 2.5. Lineare Vektorrdume

Schmidtsches Orthogonalisierungsverfahren

Basisvektoren miissen nicht notwendigerweise orthogonal zueinander sein.

Ein Verfahren einen Satz von orthogonalen Basisvektoren zu erhalten ist das Schmidtsche
Orthogonalisierungsverfahren.

Sei @; i =1, ..., k ein Satz von Basisvektoren. Setze:

b = @
. R L D
bQ = CZQ_(GQ-bl)W_ 2—(2. E1>€El
1
o o - 7 Z_7‘1 - by N 5 o oyo
by = ds— (ds bl)@—( 3 2)63*613 (a5 - €5, )65, — (a5 - €;,)63,
allg.
. - i—1 61"_"" . i—1 . = .
bl = a; — sz g = A — (az'65j> 5]
=1 i=1
Beispiel:
1 2 3
d‘l: 1 62— O 63— 1
1 0
1
by = a;=11
2
. U
bg = (12—<(12 b1>_’712
by
2 1
1
= |0 _4.6. 1
1 2
4/3
— | —2/3
~1/3
- . L =.b L -.b
by = a3—(G3'bl)%—(a3'b2)%
b1 b3
3 1 4/3
1 1
— 1 _4.6. 1 _;3 _2/3
0 2 -1/3
3/7
= 9/7
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Normierung (auf 1) fithrt zu einem Satz von orthonormalen Basisvektoren €; (orthogonal

und normiert):

© H. Ebert, 14. Ausgabe — WS 2020/21
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2.6 Matrizen

Motivation
- Losung linearer Gleichungssysteme
- Beschreibung von Basistransformationen

u.S.W.

2.7 Definitionen

D FEin Schema

All AIQ s AITL
AQI A22 s AQn
A1 Az o A

von m-n Elementen A;; € R heifit eine Matrix mit m Zeilen und n Spalten, kurz
m X n-Matrix.

m=n die Matrix heifit quadratisch
Ail Ai2 . Azn i-te Zeile
Alj
Ay .
. j-te Spalte
Apj
( An Ap ... A ) i-ter Zeilenvektor

j-ter Spaltenvektor
Apj

Diagonalelemente alle A;; mit ¢ = j



KAPITEL 2. ANALYTISCHE GEOMETRIE UND LINEARE ALGEBRA 51

Nicht — oder Aufler —

diagonalelemente alle A;; mit ¢ # j
Ap
Diagonalmatrix dh A =0fir i#
0
ATLTL
1

1 0

Einheitsmatrix d.h. Ay =0 f?r Z#‘]
Ajj=1 fir 1=y
0
1

Nullmatrix 0 ) d.h. A;; =0 fiiralle 4,5
Obere Dreiecksmatrix dh A; =0 j<1

0

0
Untere Dreiecksmatrix dh Aj; =0 j>1
0

Bandmatrix dh. A; =0 fir |[i—j]>1

0
Symmetrische Matrix Aijj = Aj;
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Antisymm. Matrix Ajj = —Aj;
Ay An Az o0 A
Ago
Transponierte Matrix : A : A= (Az‘j)g_jl-;jg
zur Matrix A = (4;5) 53 ' AT = (A}) j=1m
i=1...m

A oo oo 0 Ao

2.7.1 Gleichheit, Addition, Subtraktion und Multiplikation
mit einem Skalar

D Zwei m x n-Matrizen A = (A;;) und B = (B;y;) (Aij, Bij € R) heiflen gleich wenn

fiir alle Elemente

Aij:Bij 1=1,...m;j5=1,....n
gilt.

D Zwei m X n-Matrizen A und B werden addiert/subtrahiert indem ihre Elemente
addiert/subtrahiert werden.
C=A=£8B

ij £ Bij

S Die Addition von Matrizen ist kommutativ.

S Die Menge aller m x n-Matrizen A = (A;;) mit A;; € IR bildet bzgl. der Matrizad-

dition eine abelsche Gruppe.

D FEine Matriz A wird mit einem Skalar X multipliziert indem jedes Element der

Matrixz mit dem Skalar multipliziert wird.

A = (\Ay;)
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An ... A Mu oo My,

A o Apn Moy o0 Mo

2.8 Matrixmultiplikation

D Das Produkt einer m x n-Matriz A mit einer n x p-Matriz B ist definiert durch
die m x p-Matriz C' mit dem Elementen

Ciyy=> AuBy; (i=1,...m;j=1....p)
k=1

p n p
1 B

_ - _
I
|

mi Fr—MW—q=m o n

I

L 1 L L
C A B

m Die Matrixmultiplikation ist im allg. nicht kommutativ

d.h.iallg. : AB+# BA

Beispiel:
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D FEine Matrix B heifst Links- bzw. Rechtsinverse einer Matriz A falls gilt
BA=F bw. AB=F

D FEine Matriz A heifit regulér, falls es eine Matriz B gibt, die gleichzeitig Links-
und Rechtsinverse von A ist; sonst singulér.

m A und B miissen notwendigerweise quadratisch sein.

N

B=A"

Darstellung von Vektoren als Matrizen:

ai by

ST

I

I
IS

Syl

Il

Il
I~

ap b,

b
.l b
db:Zalbz = <a1 as ... an) .2
i=1 :
Qn,

= a'b

2.9 Elementare Umformungen

D Unter einer elementaren Umformung einer Matrix versteht man die Manipula-
tion einer einzelnen Zeile oder Spalte dieser Matrix und die einfache Kombination solcher
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Manipulationen.

m Im folgenden nur Zeilenumformungen — Spaltenumformungen laufen analog!

1. Multiplikation aller Elemente einer Zeile mit einem Skalar \:

All A12 e Alj e Alm All A12 e Alj . Alm
A21 ...... Agj N A2m A21 [ A2j . AQm
Apt Apg oo Ay oo Ay Ay Ang o0 Ay o Apy
kompakter durch Zeilenvektoren d; ausgedriickt:
a1 a1
an an,
Dies 148t sich ausdriicken durch eine Matrixmultiplikation:
10 0 . 0 0
01 0 0 0
0 0 0 10
0 0 . 0 1
2. Addition der j-ten Zeile zur i-ten Zeile:
2 o An A . A
A= C:L:z N A — (jz ;l— Eij _ Ail + Ajl AiQ + Ajg R Azm + Ajm
aj aj Ajl Ajg e Ajm
d:n C_Lln A Ao o Apm

Ausdriicken durch Matrixmultiplikation:
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10 0 0 00
0 1 0 ...0 00
A =UA mit Up— | ° " I 1 o
0 0 1
00 0...0 10
0 0 0 ... 0 01
T
J

3. Addition einer mit einem Skalar A € IR \ {0} multiplizierten Zeile zu einer anderen
Zeile:

— — — — —

aq ay (51 ai ai
a; a; a; + A\a; a; + \a; a; + \a;
J J J J J

A/ = U3A mit U3 = U]/_UQUl

alternative Moglichkeit den i-ten zum j-ten Zeilenvektor zu addieren:
1, 1, 1, S -
Xaj — Xaj +a; — )\(Xaj + CLZ') = ay + )\Cli

4. Vertauschen zweier Zeilen:

aq aq ay aq ay
a; a; + a; A=-1 Q5 + a; @ + a; A=—1 a;
y, ay, ay, n dn,

Als Kombination von elementaren Umformungen ausgedriickt:

A/ == U4A mit U4 == UgUéUlUQ
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S Mittels elementarer Umformungen lifst sich jede quadratische Matrix auf die Form

1 00 0000 0
010

0 01

0 1 0
0 1 0
0 0 0
0 0 0
0 0
000 0000 0

bringen.

B

1) Ay durch Vertauschen von Zeilen (Spalten) zu einem Element # 0 {iberfiihren.

1
2) Durch Multiplikation der 1. Zeile mit 1 erreicht man, dafl A;; = 1 wird.
11

3) 1. Spalte und 1. Zeile bis auf A;; auf 0 bringen.
4) Behandeln der Restmatrix wie zuvor.

5) Vollstiandige Induktion.
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2.10. Rang einer Matrix

2.10 Rang einer Matrix

D

Die mazimale Anzahl linear unabhdngiger Zeilen-/Spaltenvektoren einer Matriz

heifst der Zeilen-/Spaltenrang dieser Matriz.

S

Fine elementare Umformung dndert den Zeilen-/Spaltenrang einer Matrixz nicht.

B

zu Umformung vom Typ 1: Zeilenrang r, a; Zeilenvektoren, r < n

vorher:

SN =0 = N=0 Vi=1,...r

=1

nachher:

S

P Aa; fir i=
v d; sonst
SNG' =0 = Y NG =0
i=1 i=1
N =N Vi

N =N\ fir i=j = N =0 Vi=1,...,r

Der Zeilenrang einer Matriz ist gleich ihrem Spaltenrang und wird kurz mit Rang

bezeichnet.

B

Der letzte Satz zusammen mit der Tatsache, dafl jede Matrix auf die Form
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— (1 00 00 00
010
: 001
Zeilenrang
0 1
=10 1
0 0
0 0
0
000 00 00
l |
Spaltenrang

gebracht werden kann.
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m Die Zeilen-/Spaltenvektoren einer Matrix spannen einen Vektorraum der Dimension
r auf.

D (alternativ) Fine quadratische n X n-Matriz deren Rang r = n ist, heifit regulér,
sonst singulér.

2.11 Inverse von quadratischen Matrizen

S Ist der Rang r einer n X n-Matriz A gleich der Dimension n dieser Matriz, so
existiert ihre inverse Matrix A~!, die gleichzeitig Links- und Rechtsinverse ist, mit der
Eigenschaft:

AATT=FE=A41A

B Invertierbarkeit von Matrizen.

Ist 7 = n, so gibt es eine Reihe von k elementaren Umformungen U; (1 = 1,..., k) mit

k k
=1

i=1

Die rechtsinverse Matrix A, ist gleich der linksinversen Matrix A;!:

Esgilt: A7'A = E und AA'=FE
AATTA = EA=A
ATTAATTA = ATTA

—— =

E E
EA'A = E
AT'A = E= A=A
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Das Gauf3-Jordan Verfahren zur Matrixinversion:

Forme eine n x n-Matrix A, deren Rang gleich ihrer Dimension ist, mittels elementarer
Umformungen auf die Einheitsmatrix £ um. Wende die gleichen Umformungen auf die
Einheitsmatrix E an: es entsteht dabei die inverse Matrix A~!,

Das Gaufl Verfahren:
Ausgangspunkt: AA™!'=F

1) Bringe A durch elementare Umformungen auf obere Dreiecksform A’:

N—— S——
A E'
A/ A_l — E/
J
i
a;
0 Ay
a;

Fiir jede Spalte j =1,...,n
Fiir jede Zeile i = (j +1),...,n

a; —r ai—ainj/Ajj

e, — e,-—ejEij/Ejj

a;, aj, €, €; : Zeilenvektoren

2) Lose das Gleichungssystem A’ A~! = F’ fiir AL

X = A Y = AL Z=F
i e u _ O i
0
J J
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Fiir jede Spalte j =1,...,n
—— Fiir jede Zeile i =n, ..., 1

Yo XYy = Zy
k=1
XY+ Y XaYy = Zyj
k=i+1
Yy = (Zy— Y XaYi)/Xa

k=i+1

Beispiel:

1) Forme A in eine obere Dreiecksmatrix um. Wende dieselben elementaren Umfor-
mungen auf F an.

A E
1 20 1 00
2 0 2 010
111 0 01
1 20 1 00
0 —4 2 -2 10
1 11 0 01
1 20 1 00
0 —4 2 -2 10
0 -1 1 -1 0 1
1 20 1 00
0 —4 2 —2 10
o 04) b
A E’
2) Lose die Gleichung
1 20 a b c 1 00
0 4 2|[def|l=(-2 10
0 0 3 g h i -3 —3 1

Berechne die Elemente der 1. Spalte von A™!:
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entsprechend fiir 2. und 3. Spalte!

1 20 11 -2 1 00
= [0 —4 2 0 -5 1] =1[-2 10
0 0 3 -1 -5 2 -1 -1 1
120 11 =2 100
= 2 0 2 0 —5 1] =010
111 -1 -5 2 001
S Rechenregeln
(AB)™ = B'A™!

(AB)Y = BT AT

(@) -

D Eine reelle n x n-Matriz A heifft orthogonal, wenn sie der Bedingung AT = A~!
gentgt.

Fiir orthogonale Matrizen gilt:
ATA = ATA=E
| Sy —
> Ay Ay = By
k=1

> ApiAy; =6; <« Kroneckersymbol
k=1

D.h. Spalten-und Zeilenvektoren orthogonaler Matrizen sind orthogonal und normiert,
d.h. orthonormiert.

D Gilt fiir eine komplere Matriz A~' = AY, so wird sie als unitér bezeichnet. Hierbei
ist AT = AT die komplex transponierte Matriz zur komplezen Matriz A.
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2.12 Determinanten

2.13 Definitionen

D Unter einer Permutation versteht man eine beliebige Verdnderung der Anordnung
der Elemente eines n-Tupels.

Beispiel:

D Eine Permutation, bei der nur zwei Elemente vertauscht werden nennt man Trans-
position.

Beispiel:

S Jede Permutation P laft sich in eine endliche Anzahl von Transpositionen zerlegen.

Beispiel:

1 2 3 a b ¢ a b c
P<3 1 2) 1'T13<c b a) 2'T23(a c b)

= P=Tyo0Ty

m Es kommt auf die Reihenfolge an, d.h. die Verkniipfung ist nicht kommutativ!

S Jede Permutation P lif$t sich entweder in eine gerade oder ungerade Zahl von Trans-
positionen zerlegen. Die Funktion Signum(P) gibt an, ob eine gerade oder ungerade
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Anzahl von Transpositionen vorliegt:

Signum(P) :{ t} } fiir { uiziize } Anzahl von Transpositionen

D Jeder n X n-Matriz A wird durch die Vorschrift

D = Z Signum(P)A1p1A2p2A3p3 Ce Anpn
P

i eindeutiger Weise eine Zahl D zugeordnet, die als Determinante n-ter Ordnung

bezeichnet wird. Hierbei wird iiber alle n! Permutationen P = L 23 .n der
pP1 P2 P3 ... DPn

Spaltenindizes © summiert.

N

A11 c. Aln
D=detA=|A| =
A o0 Any

Beispiel:

n=2:

det A = ‘ 1 2 Signum(P)

detA = +1(A11A22)

|
—_
—~
N
—
[N}
s
Do
[
~—
DN —
=N
+

det A = A21 A22 A23 1 2 3 SZgnum(P)

detA = +1

W W N DN = =
— N W W N
DO = = W N W
+ I+
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Regel von Sarrus:

Die Determinante einer 3 x 3-Matrix 148t sich mit Hilfe der Regel von Sarrus leicht be-
rechnen. Man schreibt den 1. und 2. Spaltenvektor rechts neben die Matrix. Die Produkte
aller Elemente der Diagonalen von links oben nach rechts unten werden addiert, diejenigen
Produkte der Elemente der Diagonalen von rechts oben nach links unten subtrahiert.

NN

All Al? A13 All Al?

N X /
A21 A22 A23 A21 A22
/X AN

ASI A32 A33 A31 A32

= A AxpAss + A1gAss Agy + A1z Ag Asy
— Ay3Ag0 Az — A11 AggAgy — Ajo Aoy Asg

D Als Unterdeterminante D;; (n — 1)-ter Ordnung bezeichnet man eine Determi-
nante, die durch Streichen deri-ten Zeile und der j-ten Spalte einer n xn-Matrix entsteht.
Ki; = (—1)"" D;; wird als algebraisches Komplement bezeichnet.

Beispiel:
A A Agg Ay A
A = Agr Agy Agg | Doz = Ay Ay | — A1 Azy — Az Asg
Az Asy Asg '

Koy = (_1)2+3D23 = —A1Aso + As1 Ay

2.14 Eigenschaften von Determinanten

S Die Determinante einer oberen/unteren Dreiecksmatriz A ist:

i=1

Spezialfalle:
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Matrizen, die elementare Umformungen reprasentieren:

S

Einheitsmatrix £ : det £ =1

Ul:detUlz)\
ngdetngl
ngdetngl

Fiir Umformungsmatrizen Uy vom Typ 4 gilt:

det U4 =-1

Die Determinante eines Produktes von Matrizen My und M, ist gleich dem Produkt

der Determinanten von My und M.

S

det(My My) = det(M;) det(My)

Multipliziert man eine Zeile/Spalte einer Matrix A mit einem Skalar N\ wobei die

Matriz A" entsteht, so wird det A mit X\ multipliziert; d.h. det A" = \det A.

B

A/ - UlA
det A" = det(U; A) = det(U;) det(A) = Adet A

Es gilt:

det(AM) = A" det M
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B siehe oben

S Addiert man zu einer Zeile/Spalte einer Matriz A eine Linearkombination der ibri-

gen, wobei die Matrixz A’ entsteht, so dndert sich die Determinante nicht, d.h. es gilt

det A’ = det A.

B

A = [[uia
det A" = det (H U§> det A

= (H(det U§)> det A

)

= (Hl) det A =det A

S Vertauscht man in einer Matriz A zwei Zeilen/Spalten, wobei die Matriz A" entsteht,

so dandert sich das Vorzeichen der Determinante, d.h. es gilt det A’ = — det A.

B

A = U A
U, enthélt Uy mit A = —1 =
detU;, = —1 und detA = —detA

S Es qgilt:

det A = det AT
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B Folgt direkt aus der Definition.

Beispiel:

All A12 T All AQl
A= — A" =
( Axr A ) Az Az

det A = A11Agy — A1pAn = ApAgg — Ay Ayy = det AT

Es gilt:

det(A™') = (det A)~*

AAT =E
= det(AA™) =detE
det(A)det(A™) =1

det(A_l) = det/l = (det A)_l

S Fiir orthogonale Matrizen gilt:

det A = +1

B
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2.14. Eigenschaften von Determinanten

detE =1

= det A

det(A
det(A)
det(A)
(det A)?
+1

)
det A7!

det AT



KAPITEL 2. ANALYTISCHE GEOMETRIE UND LINEARE ALGEBRA 71

S Sind die Zeilen-/Spaltenvektoren einer Matriz A linear abhdngig, so gilt det A =
0. (Linear abhingig heifst, daf§ mindestens ein Zeilen-/Spaltenvektor durch die anderen
darstellbar ist.) In diesem Fall ist der Rang r der Matriz kleiner als ihre Dimension n:
r<n.

B Durch k elementare Umformungen bringt man die Matrix auf folgende Form:

A=

S OO O
S OO = O

o= OO
o= O O O
S OO OO

0
= det A = )\k)\k—l oA det A=0
|

Vorfaktoren der
k elementaren
Umformungen

= detA' =0

Anmerkung: Bei linear unabhéngigen Zeilen-/Spaltenvektoren stiinden in der gesamten
Diagonalen Einsen.

Also gilt:

det A=0 < Rang(A)=r<n <& Aistsingulir & A~! existiert nicht
det A#0 < Rang(A)=r=n & Aistregulir < Al existiert

2.15 Berechnung einer Determinanten

a) entsprechend der Definition
b) fiir 3 x 3-Matrizen: Regel von Sarrus

¢) Umformung in eine Dreiecksmatrix

M — M" (M’ ist obere Dreiecksmatrix)
M=U ..UM
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U; : elementare Umformung
= det M' =[] M
i=1

= det M = (1) det M’

k . Zahl der Zeilenvertauschungen

d) Laplacescher Entwicklungssatz

S Laplacescher Entwicklungssatz: Ist A eine n x n-Matriz, D;; eine Unterde-
terminante von A und K;; = (—1)""D;; das zugehdrige algebraische Komplement, so
qgilt

det A = Z Aszzk
= > (=1)"**AyDy,
(Entwicklung nach der i-ten Zeile), bzw.

det A = ZAijkj

k=1
= Z(_1>j+ Ay Dy;
k=1
(Entwicklung nach der j-ten Spalte)
Beispiel:
An A A
A = Ag1 Az Ass
Azt Asp Ass

Entwicklung nach der ersten Zeile: (i = 1)

3

D=detA = > (-1)""*A;Dy
k=1
(—1

= ) (AL D) + (=) (A1 Dig) + (1) (A1s D)
= +1A;1(ApAsy — AxzAs)

—1A15( A1 Azz — Az3Asy)

+1A13(A21 Agp — AgoAszy)



KAPITEL 2. ANALYTISCHE GEOMETRIE UND LINEARE ALGEBRA 73

2.16 Lineare Gleichungssysteme

2.17 Definitionen

D Fiir gegebene Ay, b; € R mit i = 1,...,n; k = 1,...,m wird das System von
Gleichungen:

Anxy + Apry + . 4+ ATy = by
A21{L‘1 + AQQI’Q + ...+ Agml'm bg

Anlxl + An2I2 + ...+ Anmxm = bn

als lineares Gleichungssystem (LGS) fir das unbekannte Liosungstupel (1, ..., Tp)

bezeichnet.

m Im folgenden gelte m = n; also genausoviel Unbekannte x; wie Gleichungen.

N

X1 by

>
Il

A: n x n-Koeffizientenmatrix, mit ¥ = : ,

Der Rang von A heifit der Rang des LGS.

D Fiirb =0 spricht man von einem homogenen LGS, das stets die triviale Losung
hat (und eventuell weitere Lisungen). Die Lisung eines inhomogenen LGS mit

=0
£ 0, das nicht das zugehirige homogene LGS I6st, heifit partikulér.

xz
b

© H. Ebert, 14. Ausgabe — WS 2020/21



74

2.18. Losbarkeit eines LGS’s

2.18 Losbarkeit eines LGS’s

S

Die Lisungen eines homogenen LGS’s A% = 0 bilden einen linearen Vektorraum der

Dimension h =n —r, wenn r der Rang von A ist und n die Dimension von A.

B

AF =0
Elementare Umformungen fiihren zu
100 00
01 000
00100 (|2 =0
00000
00 00O

7' gegeniiber ¥ gegebenenfalls zeilenvertauscht.

Damit ist z; =0 fiir ¢ = 1,...,r und x; frei wahlbar firi=7r+1,...,n.

Somit kénnen h = n — r linear unabhéngige Vektoren & bestimmt werden.

S

Abgeschlossenheit (des aufgespannten linearen Vektorraumes):

Seien ¥ und y Lisungen, dann ist auch \T + py Lésung.

B

Damit ein homogenes LGS nicht nur die triviale Losung besitzt, muf$ det A = 0 sein,
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d.h.r <n. Gilt n =r, so besitzt das LGS nur die triviale Lésung T = 0.

B Folgt unmittelbar aus obigem.

S Ein inhomogenes LGS Ax = b ist genau dann losbar, wenn der Rang der Koeffizi-
entenmatriz A gleich dem Rang der erweiterten n x (n + 1)-Matriz

Ay o A by
A oo Ann by

18t.

B Mit A = (@, ds, . .., dy,) (Spaltenvektoren) 148t sich schreiben:

61$1+62I2+...+6n$n = b

D.h. b muf} eine Linearkombination der @; sein. Dies ist nur moglich, wenn b in dem von
der Basis {dy, ds, ..., d,} aufgespannten Vektorraum liegt.

S Jede Liosung ¥ eines inhomogenen LGS’s ist die Summe einer speziellen (parti-
kuldren) Lésung ¥y und einer beliebigen Losung Ty des zugehdrigen homogenen LGS’s:

Az by
AZy = 0
= A 4+T) = AT+ AT, =b+0=0

S Ein inhomogenes LGS ist genau dann eindeutig losbar, wenn das dazugehorige ho-
mogene LGS nur die triviale Losung besitzt.

B In diesem Fall ist Rang A = n. Damit existiert A~

= A1b
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ist die gesuchte Losung!

Da b = Zd’ixi (mit @; : Spaltenvektoren von A) eindeutig ist, beziiglich der Entwick-

lungskoeffizienten von x;, ist auch # als Losung von A% = b eindeutig.

Alternative Berechnung von #: Cramersche Regel (siche z.B. Bronstein)
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2.19 Basistransformation
und Symmetrieoperationen

2.20 Koordinaten eines Vektors beziiglich einer fes-
ten Basis

Bezogen auf eine feste Basis p; mit ¢ = 1,... n, die einen Vektorraum aufspannt, 148t
sich jeder Vektor dieses Raumes als Linearkombination darstellen (vgl. 2.5).

/\1]71 b1

Bestimmung der Koordinaten \;:

Prob = Pr-Pid 4P Pada + P Pads + .

Pn b Dn - DI+ P - DaAa + Dy - D3As + ...
¢ A7
pL-b DL Di ... Di-Dn A
mit ¢ = : A= : : , T = :
ﬁng ﬁnﬁl ﬁnﬁl )\n

Losung des inhomogenen LGS liefert Z und damit die gesuchten Koordinaten \;: # = A~1-&

2.21 Basistransformation

Problemstellung:

Wie sind die Koordinaten eines Vektors beziiglich einer Basis pj, ..., p, verkniipft mit
den Koordinaten bzgl. einer zweiten Basis ¢1,...,q, ?
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q2
. 0
)\2p2
GToo .
A P2
AT D1

b= D1+ Xapy =

EZM16T1+M2C?2 =

n
2
i=1

n
2
=1

Ziel ist es nun, herauszufinden, welcher Zusammenhang zwischen l;ﬁ und l;(; besteht, wenn
die Basisvektoren iiber

pio= > 4T
j=1
miteinander verkniipft sind (sind die Vektoren {¢;} orthonormiert dann ist 7j; = (gj, p;))-

Der Vektor b muf unabhéngig vom Koordinatensystem sein:

b = D1+ Xepo + .o+ ADy
(T + BT + -+ @ Toa) M

+ (1Tia+ GToo + ...+ @ Th2) Ae
+ ...

+ (T + @Ton + ..+ G Tan) M\
= (Tuh +Tide + ...+ T M) G
+ (T h + Togdo + ..o+ Top A @
+ ...

+ (TaM + T+ .o+ T\ dn

= WG+ oG+ ..+ Gy

= Z i
i=1
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Also sind die neuen Koordinaten gegeben durch
My = zn: Tij)\j
H1 A1
" A
Eigenschaften der Transformationsmatrix 7"
Sind p; und ¢; orthonormiert, so gilt:

e Die Matrixelemente in der j-ten Spalte sind die Komponenten des alten Basisvektors

p; beziiglich der neuen Basis ¢ mit ¢ =1,...,n.

e T ist regulér

e T ist orthogonal 7-t =TT

o detT' = +1

e Skalarprodukte werden durch eine Basistransfomation nicht veréndert:

'y = (T%) (Ty)

= (T2)"(Ty)
= o' T Ty
= 2T T ' Ty
g xT y
= 7

Insbesondere bleibt die Lange des Vektors erhalten!

e Sind ¢; und p; Basisvektoren im Ortsraum, so spricht man von Koordinatentrans-
formation.

2.22 Symmetrieoperationen

D Symmetrieoperationen wie Drehung, Spiegelung etc., sind Operationen, die ein
Objekt in sich selbst tiberfiihren.

e Identitat E:

Triviale Symmetrieoperation (1-Element)
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2.22. Symmetrieoperationen

e n-fache Drehung C);:

Drehung um Vielfaches von 27 /n um eine feste Achse

e Inversion /: Punktspiegelung am Symmetriezentrum

o Ptlg

e Spiegelung o: Spiegelung an einer Ebene — 148t sich zusammensetzen aus einer
Drehung C5 und der Inversion I, wobei die Drehachse orthogonal zur Spiegelebene
steht und das Inversionszentrum mit dem Schnittpunkt von Drehachse und Ebene

zusammenfallt.

/
’
’
/
’
/
/
’
v
!
o '
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e Drehspiegelung 5,,:

Drehung um 27 /n mit anschlieender Spiegelung an einer Ebene senkrecht zur Dreh-
achse.

Symmetricoperationen lassen sich durch ihre Auswirkung auf einen sinnvoll gewéhlten
Satz von Basisvektoren (-funktionen) mittels Matrizen darstellen. Fiir die Ortsvektoren

—

bestehen diese Darstellungen aus 3 x 3-Matrizen, wobei gilt: 7 = M, - 7

m Aktive Interpretation der Operation,
d.h. die Ortsvektoren werden geéndert, das Koordinatensystem bleibt im Raum fest. Es

gilt:

o 1
Maktiv = Mpassiv

wobei M,

passiv eine Koordinatentransformation reprasentiert.

Klassifizierung der obigen Symmetrieoperationen:

e alle Operationen sind Punktoperationen, d.h. es gibt mindestens einen Fixpunkt 7
mit ¥ = 7.

o det My = +1 fiir £, C),: eigentliche Drehungen
det My = —1 fiir I, o, S,: uneigentliche Drehungen

Bei Festkorpern tritt weiterhin die Translation als Symmetrieoperation auf:

—/ — — . — — — — . .
7=7+d mit d=nyd; + nads + nsds (drei Raumrichtungen)

Kombination von Rotation und Translation:

7 = {R|@} 7= Ri+d
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In Matrixnotation zusammengefaflt:

x! Riy Ry Rz ag x
y Ro1 Ras Raz ay Y
2 R31 Rz Rsz a, z
1 0 0 0 1 1
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2.23 Eigenwertprobleme

2.24 Definitionen

D Die Gleichung AZ = AT bzw. (A — AE)Z = 0 zu einer gegebenen n x n-Matriz
A stellt ein spezielles Eigenwertproblem (EWP) dar. Der gesuchte Vektor & wird als
Eigenvektor, der gesuchte Skalar \ wird als Eigenwert bezeichnet.

(A — AE) heifit charakteristische Matrix, das Polynom det(A — AE) heifst charak-
teristisches Polynom. Die Gleichung in A, die sich aus (A — AE) = 0 ergibt heifit
charakteristische Gleichung. Diese Gleichung n-ten Grades in \ besitzt n Lisungen
Ao miti=1,...,n. Sindm der \; gleich, so heifit dieser Eigenwert m-fach entartet.

Zu gegebenen Matrizen A und B nennt man AX = ABZ ein verallgemeinertes EWP.

2.25 Losung eines Eigenwertproblemes

1. Schritt:

Losen der charakteristischen Gleichung det(A — AE) = 0, liefert die Eigenwerte \; fiir
1=1,...,n.

2. Schritt:

Losen des homogenen LGS’s (A — \;E)Z; = 0 (bzw. A;7; = 0mit A; = A— AE) liefert zu
jedem \; ein Z; (i =1,...,n).

3. Schritt

1
Normieren der n Eigenvektoren: x; — WZEZ
T

Beispiel:

1. Schritt:

charakteristische Gleichung:

B 1—A 2 B 2
0 = det< 5 1_)\>—(1—>\) —4

& 1-N’=4=XMy=142=X\=-1 und X\ =3

2. Schritt:

Einsetzen in das homogene LGS, um die Eigenvektoren Z; herauszufinden:

© H. Ebert, 14. Ausgabe — WS 2020/21
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Fiir)\l:
1 2 -1 0 L =
(2 1)-(70 )] -
1+1 2 = _
2 141 )" T
2 2 a - 0
2 2 b N 0
11 a - 0
11 b N 0
=+a+b = 0
L 1 . .
also ist 7] = ( 1 ) ein moglicher Eigenvektor zu ;.
Fir \g:
1 2 30 L =
(27)-(03))= -
0

(1;3133)@ _

Mu@:<g>;
(2 2)0) -
(G -

= —a+b =

)
)

oo O O

also ist @y = < 1 ) ein moglicher Eigenvektor zu As.

3. Schritt

Normieren der Eigenvektoren:

w=5(1) 2= ()
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Allgemeine Losung fiir obiges Beispiel: H = ( g g )

Das zugehorige EWP tritt auf der in quantenmechanischen Behandlung des Hj -Molekiils
im Rahmen der Hiickel-Theorie.

1. Schritt

(Oz;/\ a?/\)f:ﬁ = (CY_)\)::l:ﬁ :>)\1,2:C(:|:ﬁ

= Alz&—ﬁ )\2206+6

2. Schritt und 3. Schritt

Fiir Aq:
(5 2)-(75" 2 )] -
(33)a -
-n - 5(14)
Fiir Ag:

(%ﬁ —%)ﬁ -0
L1 (1
- ()

2.26 Eigenschaften eines Eigenwertproblemes

S Sind die Eigenwerte \; zu (A — AE)Z = 0 nicht entartet, so gilt:

a) zu jedem \; gibt es genau ein T;

b) die n Eigenvektoren ¥; sind linear unabhingig.
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B zu b)

Annahme: lineare Abhéngigkeit, dann gilt:
> owid; = 0
i=1

i=1

S AT = 0
i1
S AT = 0
i1

n
Zl/ifi = 0
1=1

= p; = const - v; = const - u;\; das hiefle, dafl \; = const sein mufl;, was aber ein
Widerspruch zur Voraussetzung ist!

S Ist emn Figenwert \; m;-fach entartet, so gibt es hierzu s; linear unabhdingige Eigen-

vektoren mit 1 < s; < m,;. Bei insgesamt k verschiedenen Figenwerten \; (i = 1,...,k)
k k

mat Entartung m; gilt daher: k < s <n mit s = Z s; und n = Zmi.
i=1 i=1

S Das Eigenwertproblem (A—\E)T = 0 mit A = AT (d.h. reelle symmetrische Matrix)

besitzt:

a) n reelle Figenwerte
b) n linear unabhdngige Eigenvektoren
c) sind die Figenwerte nicht entartet, so sind die Figenvektoren orthogonal

d) ist ein Eigenwert m-fach entartet, so sind die Eigenvektoren linear unabhdngig und
lassen sich orthonormaieren.

N MT ist die komplex transponierte Matrix von M, d.h. (MT);; = M.

Jt
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B zu a) Erweitere die Aussage auf hermitesche Matrizen mit A = Af

AZ = M\
Ar = Mz
TAr = M\ofz

(Atz)tz = \|z?
(Ax)fz = M|z
o)tz = Xaz)?

Nt = Mz

A = A = \ist reelll

Dies ist eine wichtige Eigenschaft der Hamiltonmatrix H in der Quantenmechanik, wo

das Eigenwertproblem (H — AE)Z = 0 zu lésen ist.

S Die Eigenwerte \; zu einer Matriz A und zu einer Matriz A’ = TAT ! sind gleich.

B

hierfiir gilt die charakteristische Gleichung det(A — AE) =0

TAT'T# = TAf mit TAT '=A4" und TZ¥=7'
= A7 = \i'
die charakteristische Gleichung hierfiir lautet:
det(A" — \E
det(TAT™' — \E
det(T(A - XT'ET)T!
det(T) det(T ') det(A — \E

— — — —
I
o O O o O

dies ist nun die gleiche charakteristische Gleichung wie zu A7 = AZ. Damit sind auch die
Eigenwerte gleich!

m Speziell gilt dies fiir Basistransformationen bei denen 77 = T gilt.
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Beispiel:

(33) () s

det(A—AE) =X —-1=0 = \,=+l
1 (1
TAT' = =
A1)

det(TAT ' —\E) = 0

1—A 0
det< 0 _1_)\> = 0

(1=XN(=1=X) =
—14+X =0
)\172 - :]:].

S Fiir eine Dreiecksmatriz stimmen die Figenwerte mit den Diagonalelementen tiberein.

det(D — AE) = detD'

n

= J[(Di—X =0

i=1
Die Nullstellen sind die Eigenwerte \; = D;; (i = 1,...,n).

N Statt Eigenwertbestimmung spricht man daher oft von Diagonalisierung.

S Zu jeder reellen symmetrischen Matriz M [ifit sich eine Transformation T ange-
ben, die M in eine Diagonalmatriz M’, iberfiihrt. Die Diagonalelemente von M’ sind die
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gesuchten Eigenwerte von M. Die Transformation nennt man Hauptachsentransfor-

mation.

B

(M — \E)T =
(TMT'T -TAE)E =
(TMT = \EYTZ =

o O O

wiahle T so, daf} die Zeilenvektoren mit den Eigenvektoren &; von M {ibereinstimmen.

L
S Bl
81

AE

81
I

M/

8
3
:Hi

Speziell fiir ¥ = 7;:

= M, =0 i+#]j
M, = \; fiir alle j
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2.26. Eigenschaften eines Eigenwertproblemes

%



Kapitel 3

Funktionen einer Variablen

3.1 Grundbegriffe

3.1.1 Definitionen

D Seien A und B zwei beliebige Mengen, so versteht man unter einer Funktion oder
Abbildung f von A nach B

f: A— B
eine eindeutige Vorschrift, die einem x € A genau ein y € B zuordnet:

fozr—y=flx) =y(z)

Definitionsbereich
Wertebereich
Funktionswert
surjektiv
injektiv/eineindeutig » sieche Abschnitt 1.4
bijektiv
Umkehrabbildung
Graph

U.S.W.

Im folgenden gehen wir von A, B C IR — in einigen Féllen von A, B C C — aus. Damit
sind die Groflen x und y, die wir als unabhingige und abhingige Variablen bzw.
Veridnderliche bezeichnen, einfach Zahlen. Wir konnen daher die ”Vorschrift” f in der
Regel durch einfache Rechenoperationen wie Addition, Multiplikation u.s.w. ausdriicken.

91



92 3.1. Grundbegriffe

3.1.2 Darstellung einer Funktion

a) Angabe des Definitions- und Wertebereichs, sowie der Abbildungsvorschrift.

Beispiel:
f*R — R
r — y=25r+ 102 + 22°
g:R" — R
T — Y=+

Dabei ist es moglich die Funktion abschnittsweise zu definieren.

Stufenfunktion
0 fir x<0
y="nx) = {1 fir >0
Signumfunktion
—1 fir z<0
y =sign(x) = 0 fir z=
+1 fir >0

b) Wertetabelle
unabh. Variab. z || | -3|-2]|-1]|0]1]|2]|3]
abh. Variab. y || 9] 4] 1]jof1]4]9]...

— falls kein einfacher Zusammenhang zwischen x und y besteht

— zum Festhalten von einzelnen Meflergebnissen

c¢) Graphische Darstellung mittels eines kartesischen Koordinatensystems:

Y abh. Variable
(Ordinate)

y = f(z)

unabh. Variable
x (Abszisse)

3. 4. Quadrant
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d) Charakterisierung einer Funktion

D Gilt fiir eine Funktion

so wird sie als gerade oder symmetrisch bezeichnet.

D Gilt fir eine Funktion

so wird sie als ungerade oder punktsymmetrisch oder antisymmetrisch be-
zeichnet.
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94 3.1. Grundbegriffe

D Gilt fiir eine Funktion

fz) = f(z+na)

fiir alle n € Z, so wird die Funktion als periodisch bezeichnet und a die Periode
der Funktion.

D Ezistiert ein G € R, so daf fiir alle x € I = [a,b] C D(f) gilt:

[f(2)] < G
so heifit die Funktion auf I beschrankt. Gilt:
f@) <G b f(z)>C"
so heifst f(z)
nach oben bzw. nach unten
beschrdnkt. Liegt diese Figenschaft vor, so wird die

kleinste obere bzw. grofite untere

Schranke G von f(z) als

Supremum bzw. Infimum
sup f(z) = G inf /() =G

zel
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bezeichnet. Gilt weiterhin G € {f(x)|z € I}, so wird G als

Maximum bzw. Minimum
el =6 P =0

bezeichnet. Ist [ = D(f), so spricht man von einem absoluten bzw. globalen Min./Maz.
— ansonsten von einem lokalen Min./Maz.

D Gilt fiir eine Funktion f(x) fir alle 1, xo € D(f) mit 1 < -

a) f(x1) < f(xg) so heiffit f monoton steigend
b) f(x1) < f(xg) so heifit f streng monoton steigend
(z1) = f ;

c) f(xy) (x2) so heifft f monoton fallend
d) f(x1) > f(xe) so heifit f streng monoton fallend

(oder wachsend statt steigend)

Y , b) streng monoton steigend

a) monoton steigend

D Gilt fiir eine Funktion f(x) fir beliebiges x1, x, xo € D(f) mit x1 < x < x9 und der
Hilfsfunktion

gte) = =IO i)t gy

a) g(x) > f(z) so heifit f(x) konvex
b) g(z) > f(x) so heifit f(z) streng konvex
c) g(z) < f(z) so heifit f(x) konkav
d) g(x) < f(z) so heifit f(x) streng konkav
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96 3.1. Grundbegriffe

streng konvex

+ streng konkav

T i) T

3.1.3 Umkehrfunktion

Jede bijektive Funktion f(z) besitzt eine Umkehrfunktion oder inverse Funktion
F~H(y) (siehe 1.4).

Offensichtlich erhélt man f~!(y) indem man f(z) nach z auflost

- dies ist nur moglich falls f(x) injektiv ist

- weiterhin ist f~'(y) nur dann als Funktion zu bezeichnen, wenn zu jedem y € B ein
x = f~Y(y) vorliegt, d.h. f(x) surjektiv ist.

D.h. f(z) muB bijektiv sein.

m In der Regel vertauscht man nach Auflésen von y = f(x) nach x die Variablennamen
2 und y um wieder x als unabhéngige Variable zu haben (in Gegensatz zur Darstellung
in Abschnitt 1.4).
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/ 1. Winkelhalbierende

Offensichtlich geht f~! durch Spiegelung der Funktion f an der 1. Winkelhalbierende

hervor.
¥ y=["(z)=2"

S Jede streng monoton steigende (fallende) Funktion f ist umkehrbar, sofern der Wer-
tebereich ggf. so eingeschrdnkt wird, dafS die Funktion surjektiv wird.

B Fiir eine streng monoton steigende (fallende) Funktion f(x) und beliebige x1, xo
mit x; # xy gilt

r1 < mo damit f(z1) < f(z2) (f(x1) > f(x2)) oder
xo <z damit  f(xo) < f(z1) (f(x2) > f(21))

damit gilt immer f(x1) # f(z2) Vi, 2o, 1 # o, d.h. f(z) ist injektiv.

S Ist eine Funktion f streng monoton steigend/fallend, so ist auch ihre Umkehrfunktion
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streng monoton steigend/fallend.

B Annahme: f sei streng monoton steigend.

T < T flz1) <
Mit T = Ty gilt daher flxy) =
f >

T1 > To

Dh i <2y & f(l’l) < f(l’g)
Mit y; = f(z;) und @; = [~ (y;), 4= 1,2

) < ) & ni<wye

Dby <y = f7Hy) < (o)
Damit ist auch f~!(y) streng monoton steigend!

Ist f monoton fallend, so lauft der Beweis analog.

3.1.4 Verkniipfung von Funktionen

Durch die Verkniipfung zweier oder mehrerer Funktionen 148t sich eine neue Funktion
erhalten, deren Definitionsbereich gegeniiber denen der urspriinglichen Funktionen einge-
schrankt sein kann.

D Die Summe, die Differenz, das Produkt und der Quotient zweier Funktionen
sind wie folgt definiert:

hz)= (f£9)(x) = flz)xg(x) mit D(f+g) = D(f)ND(g
W)= (f-9)(x) = [f(z)-glx) mit D(f-g9) = D(f)ND(g)
hz)= (f/9)(x) = f(x)/g(x) mat D(f/g) = D(f)nD(g)\{zlg(x) =0}
Beispiel:
frox — 2?
g:x +— sinx
(f£g):2 — z*+£sinz
(f-9):2x s 2% -sinx
(f/g):x —— 2*/sinx fir z#nr,necZ
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S Es gelten die Assoziativ- und Kommutativgesetze der Addition und Multiplikation,
sowie das Distributivgesetz:

f+g = g+7f

fr9 =91f
f+(g+h) (f+g9)+h
f-(g-h) = (f-9)-h
(f+g)-h = f-htg-h

Das Argument x der Funktionen wurde weggelassen.

D Die Verkettung oder Komposition f o g zweier Funktionen f und g ist definiert
durch:

(fog)x) = flg(x)) mit D(fog)={x|lre D(g)Ag(x)c D(f)}

D.h. zuerst wird die Funktion g ausgewertet und dann das Ergebnis als Argument in die
Funktion f eingesetzt.

Beispiel:

= I(z) identische Abbildung

In diesem Beispiel ist die Funktion g gerade die Umkehrfunktion von f, d.h. es gilt g = f~!.
Offensichtlich gilt ganz allgemein

(fof @) = I(x)

S Fiir die Verkettung von Funktionen gilt das Assoziativgesetz, nicht jedoch das Kom-
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mutativgesetz:
folgoh) = (fog)oh
in der Regel gilt: fog # gof
Beispiel:
frx — 2°
g:x +— sinx
fog:x r—— [sin(z)]* =sin’x
gof:x +—> sinz®
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3.2 Grenzwerte

3.2.1 Zahlenfolgen

D Zahlenfolgen oder kurz Folgen sind spezielle Funktionen a mit dem Definitions-
bereich D(a) = IN (oder einer Teilmenge von IN ):

a:IN — R
n +— a(n)=a,

Statt a(n) schreibt man oft a,,.

a, wird als n-tes Glied der Zahlenfolge ag, aq, as, ... bezeichnet.
Das Symbol {a,} reprisentiert die gesamte Zahlenfolge.

Gilt fir alle Glieder a, |a,| < B, so heifit die Folge beschrankt.

Gibt es zu jeder noch so kleinen Zahl € > 0 eine natirliche Zahl ng € IN, so daf8 fiir alle
n > ng la, — G| < € gilt, so heifft G der Grenzwert der Zahlenfolge und man sagt
{a,} konvergiert gegen G.

Symbolisch: nll_}IElo a, =G.
Speziell fiir G = 0 spricht man von Nullfolge.
Existiert kein Grenzwert, so sagt man die Folge divergiert.

Monotonie: vgl. Abschnitt 3.1.

m {ay} ist nicht mit der Menge {a,|n € IN} zu verwechseln, da hier die Reihenfolge von
Bedeutung ist.

Grenzwertuntersuchung: ng hingt in der Regel von € ab weshalb oft ng(€) geschrieben
wird.

Beispiel:

1
n—+1

a, = gefordert: |a, — 0] < e mit Grenzwert G =0

Setze ng = % — 1.

© H. Ebert, 14. Ausgabe — WS 2020/21
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Beispiele fiir Zahlenfolgen:

Beschrankt Monoton Konvergent Grenzwert
1la,=5+n — + — —
2| a,=(-1)" + — — —
3la,=(=1)"-n — — — -
41 a, =+/n — + - -
5| an= 77 + + + 0
6|a,=(1+21)"n>0 - - - e=27182...
Eulersche Zahl

Berechnung von Grenzwerten:

n?+3n+2
Ay = ———F
n? + 3
T3l 425
- 5+3%
7+3/n+2/n? 7
im = -
oo 54 3/n2 5

D Sei {ny} eine streng monoton wachsende Folge mit ny, € IN, dann nennt man {a,, }
eine Teilfolge von {a,}.

Beispiel:
{nk} = 2, 4, 6, 8, .
{a,} = 1, 4, 9, 16, 25, 36,
{an,} = 4, 16, 36,

3.2.2 Grenzwert einer Funktion

D Eine Funktion f(x) (x € A= D(f) C IR) besitzt an einer Stelle xy den Grenzwert

G, falls es zu jedem € > 0 ein 6(xg,€) > 0 gibt, so dafs fir alle x mit |x — x| < §(xg,€)
qgilt:

[f(z) =G| < €
symbolisch.:
A fl@) = G

alternativ laf$t sich schreiben:
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m Die Funktion f(z) muf$ fiir x = xy nicht notwendigerweise definiert sein.

Der “mazimale Abstand’ §, den x von xo haben darf damit |f(x) — G| < €, hdngt in der
Regel von € und zy ab — daher §(x, €).

GHel . f(z)

G :

G—el----------4 !

To — I5 To :L‘Io +6 x

Beispiel:
f(z) = a?

y A

f(z)

=Y

.xo
|f(zo+0) =G| < ¢
’(x0+5)2—m§‘ < €

f ist iiberall definiert somit G = f(xq) = 23
Annahme: xq > 0: Wéhle 6 > 0

‘(moié)Q—:pg’ < (o406 —a2<e
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104 3.2. Grenzwerte

($0+6)2 < 333—1'6

§ < —mot+Jad+e

d(zo,€) < g <1ll+€2 1>
)

d.h. zu jedem € und z; ist ein d angebbar, so dal die Grenzwertbedingung erfiillbar ist.

S Fine Funktion f(x) besitzt an der Stelle xy genau dann den Grenzwert G, wenn fir
alle Zahlenfolgen {x,} mit nh—g)lo Tn = To gilt nh—I>Iolo flzn) =G.

Beispiel:
1
lim sin (> = 7
z—0 T
1
f(a:)—sin()
y‘ sin x
17 /
* -—
/2w x
41
Zahlenfolge:
11 1 1 ‘ ‘
o} = 0 5 3 3 o Ame =0l J() =0
2 2 2 2
tob = 2 5 o T o Ame 0 e =
2 2 2 2
tod = 50 7 5 B A on =0 lim f(za)

Verschiedene Zahlenfolgen fithren zu unterschiedlichen Grenzwerten! Damit kein Grenz-
wert fiir die Funktion selbst.

Beispiel:

Stufenfunktion
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1
{z,}=a+ 3 lim z, =a lim h(x,)=+1

n—o0 n—oo

1 . .
{zp,} =a— 3 T}gralozn =aq nllg)l(}h(%) =0

Es existiert kein Grenzwert.

D Ezistiert zu jedem e > 0 ein §(xg,€) > 0 so daf fir alle x milt xog < x < xo+ 0 bzw.
To— 0 < x < mq gilt:

[f(z) -Gl <e
so bezeichnet man G als
rechts- bzw. linksseitigen Grenzwert
i S0 =G i J0) =6
alternativ
li = li —9) =
A flor =G g T =0 =6

oder lim f(xzo+0) =G 0§ negativ!
0—0~

m Damit ein Grenzwert im allgemeinen Sinn existiert mufl demnach der links- und recht-
seitige Grenzwert existieren und beide gleich sein.

D Ezistiert zu jedem € > 0 ein x1(€), so daf fir alle x > x1 bzw. x < 1 gilt
[f(x) =G| <€
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106 3.2. Grenzwerte

so besitzt f den Grenzwert G.

lim f(z) =G  bzw. lim f(zx)=G

T—00 T——00

horizontale
y A Asymptote

xr — 400 |

G = T — —00
G:

D Ezistiert zu jedem beliebigen A ein §(A) > 0, so daf fir alle x mit 0 < |x — xo| < 9

gilt

so besitzt f(x) an der Stelle o den uneigentlichen Grenzwert oo bzw. —oo.

Jim, ) = o
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=0 ~ T Polstelle
mit vertikaler
Asymptote

D Analoge Definitionen gelten weiterhin fiir die uneigentlichen Grenzwerte

lim f(z) =400  bzw. lim f(z)= +o0

r—r+o00 x—x0+0

3.2.3 Methoden der Grenzwertbestimmung

a) Ausnutzen des folgenden Satzes:

S Seien [ und g zwei Funktionen mit den Grenzwerten F und G an der Stelle
T = xg, So qilt:

a) ILm(fig)(x) = F£d
T—T0

) Jim(fg)a) = F-C

¢) lm (o)) = F/C falls G #0
Beispiel:
Aus lim 200 = 1 (siehe unten) und lim(z — 2)? = 4 folgt:

z—0 x—0
. sin x . sinx . SY
Moo Ay /il

— 1/4
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3.2. Grenzwerte

b) Umformen der Funktionsterme, d.h. kiirzen oder erweitern

lim
x—0 x
. cosx — 1
lim — =
x—0 €T

c) Ausnutzen des Satzes:

S

ver+1-—1

Vr+1—-1)(Vx+1+1)
(Vo +14+1)
) r+1-1
lim
e=0 (v + 1+ 1)
1
lim ———
250 T 11+ 1
1
2

= lim

x—0

(cosz — 1)(cosx + 1)
z(cosx + 1)

—sin’z

lim
x—0

lim ————
=0 x(cosz + 1)

_ sinz\? 1
—(hm )

- lim
z—0 z—=0 cosx + 1
1
—1.-2.0
2

0

-lim 2

€T z—0

Besitzen zwei Funktionen g(x) und h(x) bei xo den Grenzwert G und gibt es

ein 0 > 0 so daf fir alle x mit |x — xo| < d g(x) < f(x) < h(x) gilt, so besitzt auch

f(z) den Grenzwert G bei xy.

Beispiel:

. sinx
lim
x—0

T

tan x

(o
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Vergleich der Flacheninhalte fithrt auf die Relation:

. o T 1 1 sinz
—sinzcosx < wl*— < —--.1-tanx = —
2 2T 2 2 cosx
1
cosx < - <
sin x cos T
limcosx = 1
x—0
. 1
lim = 1
z—0 COS T
. T
= lim — = 1
z—0 SIn x
. sinx
= lim = 1
z—0

d) Regel von I'Hospital (s.u.)

e) Reihenentwicklung (s.u.)
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110 3.3. Stetigkeit

3.3 Stetigkeit

3.3.1 Definitionen

D Ezistiert zu jedem € > 0 ein 6(xg,€) > 0, so dafs fir alle x mit |z — xo| < 6(xo, €)
qilt:

[f(@) = flzo)| < €

so ist die Funktion f(x) an der Stelle x, stetig.

Ist eine Funktion stetig fir alle v € I = [a,b] C D(f), so heifit f(x) stetig auf dem
Intervall 1.

Bedeutung: kleine Anderungen in der Variablen z diirfen nur kleine Anderungen der
Variablen y bewirken.

m Offensichtlich muf gelten

lim f(z) = f(zo) d.h.

T—ITQ
a) die Funktion muf fiir zy definiert sein
b) der Grenzwert an der Stelle zp mufl existieren

¢) Grenz- und Funktionswert bei zy miissen iibereinstimmen

8=
N

xo stetig

To

unstetig
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D Ist fiir ein xo eine Funktion nicht stetig oder unstetig, so wird xy als Unstetig-
keitsstelle bezeichnet. Besitzt eine Funktion endlich viele Unstetigkeitsstellen in einem
Intervall I, so wird die Funktion als stiickweise stetig im Intervall I bezeichnet.

D Existiert ein endlicher links- und rechtsseitiger Grenzwert Gy bzw. G, mit G # G,
an einer Unstetigkeitsstell o, so wird xq als Sprungstelle bezeichnet, mit einem Sprung

G, — G,.

Beispiel:

1 fir >a
f<x):{0 fir z<a

Die Stufenfunktion ist stiickweise stetig mit einem Sprung 1 bei der Sprungstelle xy = a.

D Besitzt f(x) bei xg den Grenzwert +00, so wird xy als Polstelle bezeichnet. Andert
sich das Vorzeichen der Funktion von 400 — —oo bzw. umgekehrt, so handelt es sich um
einen Pol mit Vorzeichenwechsel.

© H. Ebert, 14. Ausgabe — WS 2020/21



112

3.3. Stetigkeit

D

Ezistiert an einer Unstetigkeitsstelle xo einer Funktion f(x) ein endlicher Grenz-

wert G, so lafst sich durch Erweiterung der Definition von f(x) durch f(zg) = G die
Unstetigkeit beseitigen. xo heifst hebbare Unstetigkeit.

Beispiel:

2 —1
O
) 1+20+6%2—1
lim f(z) = lim-———"
= lim2+46
0—0
= 2
I
2 fir z=
glx) = 2?1
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y

3.3.2 Eigenschaften von stetigen Funktionen

S Addition, Subtraktion, Multiplikation, Division und Verkettung von stetigen Funktio-
nen fithrt wieder zu stetigen Funktion:

g, stetig = h(x) = (g9+ f)(z) =g(z) + f(zx) stetig
u.S.w.

Fiir die Division f/g muf$ jedoch gelten dafs g(x) # 0.

D Gibt es fir eine (nicht notwendigerweise stetige) Funktion f(z) ein § > 0 so dafs
f(z) — f(xzo) é) 0(x) fir x € I =|xg— 0,20+ 9], so besitzt f(x) and der Stelle xy ein

lokales Minimum bzw. Maximum. Gilt (x) fir I = D(f), so spricht man von einem
absoluten Minimum /Maximum.

Symbolisch: melf_l f(z) = f(xo)

S Satz von Weierstrass

Fiir jede in einem abgeschlossenen Intervall I = [a,b] stetige Funktion f(x) existieren ihr
Mazimum max f(x) und ihr Minimum miP f(x).
ze e
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Max

Min

S Zwischenwertsatz

Fiir jede in einem abgeschlossenen Intervall I = [a,b] stetige Funktion f(x) mit

A= rilellrrl f(z) und B =max f(x)

zel

existiert zu jedem C' mit A < C' < B wenigstens ein xo mit f(zg) = C.

azxy x5 T b x
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3.4 Elementare Funktionen

D Elementare Funktionen sind Funktionen die sich durch einen endlichen analy-

tischen Ausdruck darstellen lassen.
k

algebraisch: Zaw”ym =0
i=1

transzendent: keine algebraische Darstellung mdglich

nicht elementar: z.B. Stufenfunktion

3.4.1 Ganze rationale Funktionen

D Ganze rationale Funktionen sind Funktionen vom Typ

y=f(z) = > azr' a;€R.
=0
Die a;’s heiffen Koeffizienten, n ist der Grad der Funktion bzw. des Polynoms

Z aixi.
1=0

Lineare Gleichung:

b Steigung
1

/ }a Achsenabschnitt

d T

Nullstelle:
0=f(x) = a+bx
= 1 = —% falls b 0 |

Punktsteigungsform:
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116 3.4. Elementare Funktionen

/ (70, Yo0)

Zwei-Punkteform:

Y=Y _ Y1~ %
r — X9 Tr1 — T

(331,3/1>

/ (0, Yo)

Parabel:

ry = ——

Yys = a— -~

y A Scheitelpunkt

(iﬁs,ys)
______ c>0

0<V.\
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Nullstelle:
0= f(x)

x1,2

Diskriminante D

a+ bx + cx’

—b+\Vb? —4dca
2c
b2 — 4ca

Y / keine (reelle) Nullstelle
D <0 \ /
/ \ E
| y\A “‘/ doppelte Nullstelle
D=0
g
Y A / zwei Nullstellen
\
\ /
D >0 /
I
s‘/
/ \
/
c< O c>01

S Fundamentalsatz der Algebra:

Jede ganze rationale Funktion n-ten Grades mit reellen Koeffizienten a; lafit sich auf die
Form bringen:

7. B.

ao + a1 + asx? = aslx — [z —
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118 3.4. Elementare Funktionen

d. h.

C = Q9

—ay £ \/a? — dagasy

2@2

L2 =

D Die Faktoren (x — x;) werden als Linearfaktoren bezeichnet — sie legen die Null-

stellen x; der Funktion fest. Tritt ein x; mehrfach (m-fach) auf, so spricht man von
m-facher Nullstelle.

3.4.2 Gebrochen rationale Funktionen

D Funktionen vom Typ

o
ﬁg@

s
Il
o

flx) =

ngh
=
?BS.

N
Il
o

heiffen gebrochen rationale Funktionen.

Falls m >mn unechte gebrochen rationale Funktion
bzw. m <n echte gebrochen rationale Funktion

Alle Nullstellen der Funktion im Nenner, die nicht gleichzeitig Nullstellen der Funktionim
Zahler sind, fithren zu Singularitdten d.h. Polen. Handelt es sich um eine k-fache Nullstelle,
so spricht man von Pol k-ter Ordnung.

Beispiel:

3+ 5z
25 — 10z + 2

3+ bx
(5—2)(5—x)
3+ bz
(5—=)?

ro = 5 ist 2-fache Polstelle.
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3.4.3 Potenz- und Wurzelfunktionen

S Regeln zum Potenzrechnen

P L .’L‘quU
('Z,’LL)U — I,U"U
oyt = (z-y)"
mit " = 1l-xg-x...-x fir nelN
n—mal
2 =1
v o= 1/a"

gin =

D Funktionen der Form

flx) = z* mit a€R

heiffen Potenzfunktionen, a heifst Exponent.

Umkehrfunktion

Yy A y A

sy

3.4.4 'Trigonometrische Funktionen

D Die Umkehrfunktion der Potenzfunktion heiffit Wurzelfunktion.

D Die trigonometrischen bzw. Kreisfunktionen lassen sich anhand des Einheits-
kreises wie folgt definieren, wobei das Argument x der Bogenlinge auf dem FEinheitskreis

entspricht.
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120 3.4. Elementare Funktionen

Einheitskreis:

r
u = 27r
= 27
Bogenlinge x: Ma$ fiir Offnungswinkel « eines Kreissegmentes.

Aus der Einheitskreiskonstruktion lassen sich folgende Eigenschaften ablesen:

cos?z +sin’r = 1 (Satz des Pythagoras)
sin
tanz = (dhnliche Dreiecke)
CoS T
cosw 1
cotr = =

sinx tan x

Die obige Definition gilt zunéchst nur fiir 0 < x < 7/2. Durch Berticksichtigung der Aus-
richtung der Strecken mit Lénge sinz, ... la3t sich der Definitionsbereich auf 0 < x < 27
ausdehnen. Die entsprechende Erweiterung auf —oo < z < 400 erfolgt in analoger Weise.

sinx Cos T

sin(z) = cos(z — 5) = —cos(z + 5)
- cos(z) = sin(z + 5) = —sin(x — 5)
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|

| m

| tan(z) = —cot(z+ =)

: 2

. i cot(x) = —tan(x — 5)

-5 i

|

I

sin cos tan cot
Symmetrie u g u u
Periode 2m 2w 7 s
1 1
Nullstellen n-m (n+ 5) - n-m (n+ 5) -
1
Polstellen — — (n+ 5) - n-m
Beschrénktheit + + — —
Maxima /24 n- 27 n-2m - -
Minima —7m/24+n-2r w+n-2w - —
S Additionstheorem
Fiir alle z, y € IR gilt:
cos(r +y) = coszcosy —sinxsiny
sin(x +y) = sinzcosy+ cosxsiny

B
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(ug,v1) = (cos(z + y),sin(z + y))

(1, v9) = (cosx,sin z)

Y

cos(r +y) cosx u

Darstellung in polaren Koordinaten

Uy - cosy —siny U
o a siny cosy Vo
- (uocosy—vosiny>

U Sin Yy + vg cos y

<cos(x+y)> B (cosxcosy—sinxsiny)

sin(z + y) cos x siny + sin x cos y

Mittels des Additionstheorems lassen sich viele weitere niitzliche Beziehungen ableiten
(— Formelsammlung).

Beispiel:
COS2T = COSTCOST —sinzxsinz
= cos’z —sin’w
_ 2 2
= cos“z—1+4+cos“z
= 2cos’xr—1
bzw.
9 1
cos"z = g (cos2x + 1)
Anwendungen:

Viele rdumlich oder zeitlich periodische Erscheinungen lassen sich durch die sin- bzw.
cos-Funktiondarstellen.
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x
To —
t
Auslenkung Zo
— 20 —
T
} |
Schwingungsdauer T
Frequenz f=1T
Kreisfrequenz w=2rf
oder Winkelgeschwindigkeit
Phase P

t
z(t) = xg sin(?ﬂf + D)
zosin(27 ft + D)
= xosin(wt + D)

Umkehrfunktionen:

Die Umkehrfunktionen der trigonometrischen Funktionen heiflen zyklometrische oder
Arcusfunktionen. Sie lassen sich nur einfiihren falls der Definitionsbereich der trigono-
metrischen Funktionen eingeschrankt wird.
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0, 7] cos & arccos x —1,1]

T
| — 5,5[ tanz arctan [—00, 0]

<
NN NS

N[

10, 7] cot x arccot [—00, 0]

Y
Y

.
~ N

X

3.4.5 Exponential- und Logarithmusfunktion

D FEine Funktion der Form

y=a" a€ R

heifit Exponentialfunktion zur Basis a. Fulls die Basis nicht explizit angegeben wird,
geht man stillschweigend von a = e(=2.718. .. Eulersche Zahl) aus.
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\ a>1
\
1\* \ Y
g(z) = (a) \ f(z) =a"
\
=1/a" N\

Anwendungen:

e Radioaktiver Zerfall

t

-
T:/, Halbwertszeit

e chemische Reaktion 1. Ordnung (bzw. Relaxation)
c(t) = coo(l —e™)

k: Geschwindigkeitskonstante
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3.4. Elementare Funktionen

o Morse-Potential

0

e Gauf-Funktion (”Glockenkurve”)
— Statistik
— Quantenmechanik

3}0 T
Halbwertsbreite: W)/, = 2avIn2

e Boltzmann Verteilung

. . BB
pz e &e_ kT

Dj 9j
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Umkehrfunktion:

D Die Umkehrfunktion zur Exponentialfunktion y = f(x) = a” heifst Logarithmus-
funktion y = log, z zur Basis a.

Fiir a =10: log;y,z =1lgx dekadischer Logarithmus
Briggscher Logarithmus

Fiira=e: log,z=Inz natiirlicher Logarithmus
logarithmus naturalis

u(v) O Potenzfunktion
v(u) = u'*  Wurzelfunktion
u(w) = v" Exponentialfunktion
w(u) = log,u Logarithmusfunktion

v A

y=a
a>1
y =log, x
1
L
1 x

S Rechenregeln

log,(z-y) = log, = +log,y
loga(x/y> - loga T — 1Oga Y
log, ¥ = wylog,x

Anwendungen:

e Rechenschieber:

Abbildung von Multiplikation und Division auf Addition und Subtraktion.

e pH-Wert:

mol]

Negativer dekadischer Logarithmus der Hydroniumionenkonzentration [H3O™] in ll .
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e Arrhenius-Plot:

Die Reaktionsrate vieler chemischen Reaktionen hingt iiber k = A - e~ F/BT yon der

Temperatur ab. Logarithmische Auftragung liefert Vorfaktor A und Aktivierungsenergie
E,.

Ink = InA— E,/RT

lnk(;) = lnA—Ea/R-<;>
y(x) = yo+m-x

Ink |
InA

_E,/R

~NyT
Arrhenius-Plot

Zusammengesetzte Funktionen:

x

1
f(x) = sinhz = 5(6 —e ") Sinushyperbolicus

1
f(z) = coshz = 5(69C +e7) Cosinushyperbolicus

S‘ h xr __ —X
f(z) = tanhz = e _ £ —° Tangenshyperbolicus
coshz e*+e®

cosh z -
f(x) = cothz = .Sh A Cotangenshyperbolicus
sinh x et —e ¥
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coshx —— Kettenlinie

Y

cosh z

_____________

tanhz — Magnetismus, NMR

Umkehrfunktionen: Areafunktionen
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3.5 Differentialrechnung

3.5.1 Definitionen und geometrische Deutung

Geschwindigkeit bei gleichformiger Bewegung:

S |
SoT
S17T
t1 to t
S9 = 9345 km ty =18 : 30
s1 = 9315 km t; =18 : 10
As = 30 km At = 20 min

As 30 km e

N 90 km/h = v Geschwindigkeit
s(t) = sp+o(t—t)

(s1—v-t;)+uv-t

Tangentenproblem (momentane Geschwindigkeit):

Steigung der Sekante

f(zo + Az) — f(x0) _ Ay
(xo + Ax) — g Ax
Differenzenquotient

A
Y
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Néhern sich (1 und ()5 immer mehr an P an, so sollten beide Sekanten am Ende mit der
Tangente zusammenfallen.

D FEzistiert fir eine Funktion f(x) in xy € D(f) der Grenzwert des Differenzenquo-

tient —
ien A

lim f(z) = f(x0) —  lim f(zo + Az) — f(wo)

T—x0 T — X Ax—0 AQZ

so sagt man: f(x) ist in xg differenzierbar.

Der Grenzwert heifst 1. Ableitung von f(x) in xo:

df(zo) df / . f(@) = f=o)
= — e = 1 _—_—
dx dz I F'(wo) P T — g
df . . . :
de wird als Differentialquotient bezeichnet.
x

Falls x = t, d.h. Zeit, so schreibt man oft | statt f'.

Ist f(z) differenzierbar fir alle x € I C D(f), so heifst f(x) im Intervall I differen-
zierbar.

Ezistiert fir eine Funktion f(x) in xo € D(f) der Grenzwert

. f(z) = f(2o) . f(x) = f(zo)
! = 1 _ - - . ! =1 —r
Jr(@o) x—g&ro T — To baw Jiwo) x—>1xron—0 T — To
so sagt man: f(x) ist in xq
rechts- bzw. linksseitig differenzierbar
filzo)  bzw. fi(wo)
heifen rechts- bzw. linksseitige Ableitung

m Damit eine Funktion in x( differenzierbar ist, miissen offensichtlich rechts- und links-
seitige Ableitungen existieren und gleich sein.

Beispiel:
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132 3.5. Differentialrechnung

fa =kl =)=

f'(xo) existiert nicht!

3.5.2 Ableitungen elementarer Funktionen

e Ableitung der Potenzfunktion f(z) = 2" n € IN'\ {0}

f(zo + Az) — f(2)

/ - .
fla) = fm, Au
L (r At -2
o AI;IEO Ax

Binomische Formel

(z+Az)" = > ( TZL ) AN
=0

|
mit " = ni Binominalkoeffizient
il(n —1)!

|
0 ﬁ 1)‘x”_1Aa: + Mw"”Aﬁ + ...+ A"

(n —

(x + Az)" = 2"+

1
= 2"+ nz" Az + n >$”_2A$2 + ...+ A"

Az—0

f'(z) = lim (nx”_l—l—l

= lim na™ !
Axz—0

d

—a" = na"!

e Ableitung der Sinusfunktion sin x

flz) = lim sin(z + Azx) —sinz
Axz—0 Ai[f
sin x cos Ax + coszsin Az — sinx

= 11m
Az—0 Az
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sinx lim
Az—0

cos Az — 1
Az

+ cosz lim
A

sin Ax
Az

=1

z—0

) . {COSAJ?—l cosAx—i—l] .
= sinz lim . CcoSs T
Az—0 Ax cos Ar + 1
g Y cos? Az — 1 +cos
= sinz lim T
Az—0 Azx(cos Az + 1)
. . sin? Az Ax .
= sinz lim |— . cos T
Az—0 Az?  (cosAx +1)
Ax
= sl -1)-1> im ————————
sina(=1) AT (cos Az +1) eosy
Alimo Ax
. oo . xr—r
- L lim (cos Az + 1) teosw
Axz—0
. 0
= —sInxr-—-+Ccosx
2
L sinz = cosz
f@) | f'(=z) [ flz) | f(=x)
1
c 0 cotx =
sin® x
1
x° ar® ' aeR\{0} | arcsinz | ——
\ {0} —
1
er e* arccos ¥ | ———
V1—a2
1
a® Ina-a® arctan x
14 22
1
Inz |1/x arccot r | ————
] 1+ 22
log,z | —log,e = sinhxz | coshz
T zlna
sinx | cosx cosh x sinh z
1
cosx | —sinzx tanh z —
cosh” x
1 1
tan x cothx ———
cos? x sinh” z
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3.5.3 Differentiationsregeln

S Summenregel

Sind f und g differenzierbar bei xq, so ist auch
h(z) = af(x)+bg(z) abelR

differenzierbar mit

o f(x) + b g(x)] —[a f(wo) + b g(wo)]

/ o .
Mao) =, e
I T f(z) = f(x0) 4 b lim g(r) — g(wo)
T—rT0 €xr — xo T—T0 xr — xo
= a f'(z0) +b g'(x0)
Beispiel:
d n ) n ) n ) n—1 ]
e Zaixz = Zz a7t = Zz axit = Z(z +1) aj2’
i=0 i=0 i=1 i=0

Der Grad der Funktion erniedrigt sich um 1.

S Produktregel

Sind f und g differenzierbar bei xq, so ist auch

differenzierbar mit
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W(xo) = (f 9)(x0)
f(zo + Az) g(wo + Az) — f(20) g(o)

= lim
Az—0 Al‘
_ f(xo+ Ax) g(wo + Az) — f(x0) g(wo + A)
= 1m
Az—0 Ax
+ lim f(xo) g(wo + Az) — f(w0) g(20)
Az—0 Ax
o fwo+Az) — flxo)
= AT A A 9o+ A0
_ glwo + Ax) — g(x)
+ lim Ao f (o)

= f'(0) g(x0) + g'(20) f(0)

Beispiel:
f(x) = sinzsinz + coszcosz
f'(z) = sinzcosz — cosxsinx

+cosxsinx — Sinx cosx

=0
d d
/ _ 90 2,y 4o
fl(x) = o (sin® z 4 cos” ) dxl 0
f(z) = sin’x
fl(x) = dd(sinxsinxsinxsinxsin x)
T

= cosxsinxsinxsinxsinx
+ sin x cos x sin x sin x sin x
+ sin r sin x cos z sin x sin x
4+ sin x sin x sin x cos x sin x
+ sin x sin x sin x sin x cos

= bHsin*zcosx

S Quotientenregel
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Sind f und g differenzierbar bei xq, so ist auch

hz) = f(z)/g9(x)
fiir g(xo) # 0 differenzierbar mit

f'(x0) g(wo) — g'(x0) f(20)
9*(x0)

(o)

W(xo) = (f/9) (o)
f(wo + Az)/g(zo + Az) — f(20)/9(20)

- Aliglo Az
f§wo+§w)) o (f(x(z ) (f(l’OA) ;- fEIo))
o . g(xo+Ax g(xo+Ax . g(xo+Ax g(xo
o Alglgrgo Az +A1:]§crgo Az
— lm f(xo + Az) — f(x0) i
Axz—0 Az Az—0 g(xo =+ A;C)
. g(wo) — g(zo + Ax)
1 A
o) I 1 o) oo + B2) 1A
1 _ g(xo) — g(wo + Az) 1
= f S 1 1
F'(wo) g(xo) + f(zo) A0 Az AT 50 g(xo) g(zo + Ax)
1 1
= f(z — f(xo) ¢ (z
f( 0) g(xo) f( 0)9( 0) 92(1‘0)
_ f' (o) g(x0) — f(0) g'(0)
9*(x0)
Beispiel:
h(z) = Y tana
CcoS T
W) = COS T COST — szin x(—sinx)
cos?x
B 1
 cos?x

S Kettenregel
Sind f und g differenzierbar, so ist auch die Verkettung
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differenzierbar mit

h'(z) j‘; j:i
B
do o _ o flele + Az)) — flg(@))
dx Az—0 Az
_ flg(z + Ax)) = flg(x)) gz + Ax) — g(x)
Az—0  g(x + Ax) — g(x) Az
_ gy Tt AT) — flg(x)) dg
Az—0  g(z + Azx) — g(z) dx

Beispiel:

y=sin’z f(g) =g

,g(z) =sinzx

y = 5g*(x)cosx
= bHsin*zcosx
y = (cosx + 222 + 1)%/2
1
y = §(C08$+25L‘2+1)_1/2(—Sin$+4{l?)
Yy = az _ (elnzz)m — 62: Ina
y/ — lnaexlna
= Ilnaad®

f~Yy). Dann ist f~'(y) differenzierbar mit der Ableitung
Y = 1/f(2)
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S Die Funktion f(x) sei in I = [a,b] differenzierbar und besitze die Umkehrfunktion
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mit y = f(x).

d df~!dy
@@ = T
a1
dy dy
d

Beispiel:
fx)=sinz =y f'(y)=arcsiny==x
d 1

— arcsin =
dy 4

arcsin’ z =

Inz =
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3.5.4 Ableitungen hoherer Ordnung

D Die Funktion f(x) sei in der Umgebung von x differenzierbar. Fafst man f'(x)
wieder als Funktion von x auf, so fihrt die Differentiation bzw. Ableitung von f'(x) zur
zweiten Ableitung von f(x).

(FY@) = @) = [P = @)

Entsprechend fiihrt n-faches Ableiten zur n-ten Ableitung bzw. Ableitung n-ter Ord-
nung

_ar
~dan

f(x) ()

Euzistiert f(x), so heift f(z) n-mal differenzierbar. Ist f(z) n-mal differenzierbar in
einem Intervall I und ist f™(x) stetig fiir x € I, so heifit f(z) n-mal stetig differen-
zierbar.

Beispiel:
geometrische Deutung
Funktion Weg s=s(t) t:Zeit Kurve
d
1. Ableitung Geschwindigkeit v =35 = £ Steigung
d2
2. Ableitung Beschleunigung a=0=3§= ditj Kriimmung

gleichformige Bewegung: © = 0, d.h. v = const.

s = sp+uv-(t—ty)

gleichméfige Beschleunigung: ¢ = 0, d.h. a =const.
vo= wvota-(t—ty)
1
s = 80+U0'(t—t0)+§a'<t—to)2
a = g Erdbeschleunigung = freier Fall.
Harmonischer Oszillator
x(t) = xgcos(wt)
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v(t) = o = Tt sin(wt)
d*x(t) 2
a(t) = o = Ttow cos(wt)
k
= —zo— cos(wt
zo cos(wt)
F=m-a = —xokcos(wt)
= —k-x(t)
= F = —k-x Hookesches Gesetz

3.5.5 Kurvendiskussion

Der Begriff der Ableitung erlaubt es Funktionen bzw. deren geometrischen Darstellung
(Kurven) néher zu charakterisieren, d.h. ausgezeichnete Kurvenpunkte oder Kurvenab-
schnitte zu klassifizieren.

S Sei [ eine in I =|a,b[ differenzierbare Funktion. Fir ein lokales Minimum, bzw.
Mazimum bei xo gilt

fl(wo) =0
— die Umkehrung gilt nicht!

B z.B. lokales Minimum, d.h.
flx+Az) > f(z) O0<|Az|<§

linksseitige Ableitung:
f(zo + Az) — f(x0)

o) = i R <
rechtsseitige Ableitung:
/ . [z + Az) — f(xo)
p— >
fr(o) A}clir%)‘* Ax 20
Es gilt: fi(xo) = fi(zo) = f'(z0)
= f/(x0> =0

D Als kritische Punkte werden Kurvenpunkte mit einer horizontalen Tangente, d.h.

mit f'(x) = 0, bezeichnet. Besitzt f(x) an einem kritischen Punkt xo ein lokales Minimum
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oder Maximum, so spricht man von einer Extremstelle. Liegt an einem kritischen Punkt

xo weder ein Maximum oder Minimum vor, so spricht man von einem Terassenpunkt
oder einem Sattelpunkt.

Maximum

f(x) 9.8

Sattelpunkt
Minimum

T
Minimum  zy=2 f(z)=5+ (z—2)* f'(z)=2(z—2)
Maximum zo=4 f(z)=2—(x —4)® f'(x)=—-8(z—4)"
Sattelpunkt xo =0 f(z)=23 f'(z) = 32*

S Besitzt fiir eine in I =|a, b| differenzierbare Funktion f(x) ihre Ableitung f'(x) (x €
I) bei xy eine Nullstelle, so ist g

a) ein Sattelpunkt falls f'(z) sein Vorzeichen beibehilt

b) eine Extremstelle falls f'(x) bei xo sein Vorzeichen dndert und zwar ein

e [okales Minimum falls — — +

e lokales Maximum falls + — —

S Ist f(z) in |a,b| zweimal stetig differenzierbar und gilt f'(xo) = 0, so liegt bei xg
a) ein lokales Minimum vor, falls f"(xq) > 0

b) ein lokales Mazimum vor, falls f"(x¢) < 0
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Y
Min. f(z)=5+(z—2)* [f'(x)=2(zx—2) f'(x)=2>0 o =2
Max. g(z)=-2—(x—4)* ¢(z)=—-4(x—4)® ¢"(x)=-12(x —4)* <0 x9=4
Sattl. h(z) = (z—7)3 R(z)=3(x—7)? h'(z)=6(z—7) xg =17

D

Besitzt die erste Ableitung einer in |a,b|= I differenzierbaren Funktion an einer

Stelle xq € I einen Extremwert, so wird die Stelle als Wendepunkt bezeichnet.

Max f">0
f'(x) =cosz

<0 Min

konkav konvex

Bedeutung: Die Kriimmung der Kurve dndert sich bei einem Wendepunkt.

S

Gilt fiir eine zweimal differenzierbare Funktion f"(xy) =0 und
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a) f"(x) hat an der Stelle xy einen Vorzeichenwechsel

oder

b) " (xo) existiert mit f"(xy) # 0

so liegt bei xg ein Wendepunkt vor.

S Ist f eine in |a,b] differenzierbare Funktion, dann ist f(z) in [a,b] genau dann
monoton steigend/fallend falls gilt:

f(x)>0  bazw.  f'(z) <0 Vz €la,b|

S Fine in |a,b| zweimal differenzierbare Funktion ist genau dann konvex/konkav falls
qgilt:

() >0  baw.  f"(x) <0 Vz €la,b]

konvex konkav

3.5.6 Eigenschaften differenzierbarer Funktionen

S FEine in x differenzierbare Funktion ist dort auch stetig — die Umkehrung gilt nicht.

B

Jim [f(z+A0) = f@)] = | Jim f(o+A0)] = f(@)
i [ S D) — (@)
= A, [M A ]

= lim Az lim flz+ Az) — f(z)

Az—0 Az—0 Az
= 0-f(x)
= lim flr+Az) = f(z)
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S Satz von Rolle

Zu einer in [a,b] stetigen und in |a, b] differenzierbaren Funktion f(x) fir die f(a) = f(b)
gilt, gibt es ein ¢ € la, b mit f'(c) = 0.

,,,,,,,,,,,,, d.h. horizontale Tangente

B Satz von Weierstrass: f(x) besitzt in [a, b] ein absolutes Maximum bzw. Minimum.

Liegen diese bei a und b, so heifit dies dal f(z) = f(a) Va € [a,b] sonst gibt es eine
Extremstelle und die hat eine horizontale Tangente, d.h. f'(z) = 0.

S Mittelwertsatz der Differentialrechnung

Zu jeder in |a, b] stetigen und in |a, b differenzierbaren Funktion f(x) gibt es ein xy €a,b]
mit
f(b) = fla)

f'@o) = b—a

Tangente

_— Sekante

B Sekantengleichung:
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Differenz zwischen Sekante und Funktion f(x):
d(z) = [f(z)—s(z)
wobei gilt
d(a) = d(b)=0

d(x) erfiillt die Voraussetzungen des Satzes von Rolle = es gibt ein xy mit

d'(z9) = 0
= f'(x0) — /(o)
S ) = ) =m=T0"NO
3.5.7 Anwendungen
e Lineare Nitherung
| f(x)

Af Zuwachs der Funktion f
E Zuwachs der Tangentenfunktion
At = f'(xzg) - Az

f@) = flao) + (z = x0) - f(w0) = tay ()

e Newtonsches Verfahren zur Nullstellensuche

A
Y
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1. Schritt rate 2y ~ xq:

fla) = to(z) = f(z1) + f(21)(z — 21)
2. Schritt
Nullstelle zy 1 t,,(2) =0 = xz9=x1 — f(x1)/f (z1)
3. Schritt
flx) = ty,(x) = f(22) + f'(22)(x — 22)
Nullstelle x5 :  t,,(2) =0 = x3=mx9— f(x2)/f (22)
Tip1 = xi— f(@)/f (2)
Beispiel:
fl@) = e"—4
Tiy1 = x; — f(z5)/f' ()
e’ —4
—= :CZ' — -
eri
Tiv1 = l’z—1+46_$’
alternativ
flz) = e"—4=0
e’ = 4
x In4
1. Schritt
ry = 1
zy = 1,4715...
r3 = 1,3898...
ry = 1,3863...
r5 = 1,38629436
In4 = 1,38629436

e Regeln von I’'Hospital

S

men werden kann) mit f(xo) = g(xo) = 0. Ezistiert der Grenzwert lim

qgilt:

lim

T—I0 g(x)

f(z)

FEs seien f und g bei xqy differenzierbare Funktionen (wobei v = zy ausgenom-

f'(x)

T—T0 g’(x) 7

SO

f'(x)

=50 g'(x)
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Die Aussage gilt auch fiir die uneigentlichen Grenzwerte xo = +00, bzw. einseitigen
Grenzwerte x — xo £ 0.

B (1. Teil der Aussage)

Mittelwertsatz:
)~ @)=
r — 2o
= flx) = f(xo) + f'(z1) (x — x0)
entsprechend

g(z) = g(xo) +4'(x1) (x — x0)

mit 1, 2} € |xg, x[.

lim f(x) ~ m f(zo) + f/(xi) (z — 20)
v=a0 g(x) w=0 g(x0) + ¢'(27) (7 — 20)
_ f'(1)
Tr—T0 g/ I’{)
_ f'(1)
a0 g'(a)
Beispiel:
lim sinz lim cosx ]
z—0 z—0 1
T _ x
lim € = lim - 1
x—0 T x—0 1
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3.6 Integralrechnung
3.6.1 Geometrische Deutung und Definitionen

e gleichformige Bewegung

vk vo(ty —ta) s

Vo T

e beliebige Geschwindigkeit

A A ¢ 5
v / 5 P
’
’
v(t) ’ Sb
As), Pad
~
ASQ
As’ Asy
Sa
t, t, + 2AY ty t t, ty t
ta + At/ n—1
s(ts) = p_v(t) (tim1 — i) + s(ta)
=0
to th 1 t, .
: | Zerlegung des Zeitintervalls:
to tq to

b=t 4+i A i=0,....n
At = (t, —t,)/n  aquidistant

Héngt das Ergebnis von der Zerlegung ab? Fiihrt immer weitere Verfeinerung der Zerle-
gung zu einen eindeutigen Ergebnis (Grenzwert)?

D

Durch Einfigen von Punkten x; (i =0,...,n) mita =129 < 11 < Tg... < T, =b

entsteht eine Zerlegung Z des Intervalls [a,b]. Die Linge des grifiten Teilintervalls
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I; = [z;—1, ;] wird mit A(Z) bezeichnet:

i=1...n
) I = [zi1, 7] [ AUntersumme
— L/
N_]Obersumme
N
f(z)
b=ux,
a = xg Ax; T

D

Untersumme:
u(z) = zn:fmin,i Az;
i=1
Obersumme:
oz) = zn:fmax,i Az;
i=1
mat
Az = & —xi
max
fowi = AS(@)le € L}

m f(x) sei stetig, sonst sup bzw. inf.

Vereinfachende Annahme:

f(z) sei stetig und monoton steigend in [a, b]. Aquidistante Zerlegung Z, in n Teilinter-
valle; Verfeinerung durch Halbierung der Teilintervalle.
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yl AlZn) /f(f)
A(Zs,) /
f(Ierz‘ﬂ) =
2
f(zio1) éé
Ti—1 ZT; .;
Zn Zo T T XT3
Zon  xy o xh a2 xl
U(Z,) = Zf(xzﬂ) A(Zy)
=1
2n
U(Zawm) = ) fxi ) A(Zan)
=1
U(Za) = U(Z2) = 0|1 (P57 = S| 5820
=1
> 0

U, = U(Z,) ist eine monoton steigende Zahlenfolge.
U, = U(Z,) ist nach oben beschriankt (jedes O,, ist eine obere Schranke).

= U,, besitzt einen Grenzwert U.
Entsprechende Uberlegungen gelten fiir O,,:
O,, ist monoton fallend

O,, besitzt untere Schranke

= es existiert ein Grenzwert O.

yl

/‘\

#\

Z [f (@) = f(zim1)] A(Zy)

-
Il
—
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= [f(wn) = fla0)] AZy)
= [f(0) ~ J(a)] A(Z,)
= lim (0(Z) = U(Zy) = /() = f(a)] lim A(Z,)
= 0
= Hm0Z) = lmU(Z)

d.h. O,, und U,, besitzen denselben Grenzwert!

S Fiir jede in [a,b] stickweise stetige Funktion f(x) (endlich viele Unstetigkeitsstellen)
gilt fiir jede beliebige Zerlequng Z des Intervalls [a, ]

U(Z)<1<0(Z)

d.h. U ist nach oben beschrdnkt mit der kleinsten oberen Schranke I

O ist nach unten beschrinkt mit der gréfiten unteren Schranke I
Zu jedem e > 0 gibt es eine Zerlequng Z so dafs fiir jede weitere Verfeinerung der Zerlegung
7z qilt:

UZ')—1|<e, |O(Z)—1<e¢

D Zu einer gegebenen Zerlequng Z wird die Zwischensumme S(Z) definiert durch

n

S(2) = 1) Ax,

i=1

mit v;_y < x) < x; d.h. x}7 ansonsten beliebig.

S Es gilt (sofern die Grenzwerte existieren):

lim U(Z) = lim O(2)= lim S(Z)=1

A(Z)—0 A(Z)—0 A(Z)—0

D Eine Funktion f(x) heifit iber das Intervall [a, b] (im Riemannschen Sinne)
integrabel wenn es zu jedem € > 0 ein §(e) > 0 und ein I gibt, so daf fiir jede Zerlegung
Z wvon [a,b] mit A(Z) < 0 gilt:

1S(Z)—1I| < €
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I wird als bestimmtes Integral der Funktion f(x) dber [a,b] bezeichnet.
’ d li . :
Fo= e = i S (=)
a, b: untere, obere Integrationsgrenze

x: Integrationsvariable

Die obige Definition stellt noch keine offensichtlichen Anforderungen an eine Funktion
damit sie integrabel ist.

S Riemannsches Integrabilitidtskriterium

FEine in [a,b] definierte und beschrinkte Funktion f(x) ist genau dann tber [a, b] integrier-
bar wenn es zu jedem € > 0 ein 6(e) > 0 gibt, so daf$ fir jede Zerlegung Z mit A(Z) <
qgilt:

0(2) —U(Z)| < ¢

Im Riemannschen Sinne integrabel sind u.a. :

a) jede auf [a, b] stetige Funktion

b) jede beschriankte, in [a, b] stiickweise stetige Funktion (endlich viele Unstetigkeits-
stellen)

c) jede auf [a, b] beschrankte und monotone Funktion

3.6.2 Eigenschaften des bestimmten Integrals

S Seien f(x) und g(z) auf den Intervallen [a,b], |a,c|] und [c,b] integrable Funktionen,
dann gilt:

a) /abf(x)dx:O fir a=10
b

b) [ fx)de = —/baf(x)dm

a

¢) bf(x)dx:/cf(a:)dx+ " F(2)da

a a Cc
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W) [l f@) + 8 g@ldr=a [ f@ae+ g [ gl

a

e) f(z) < g(x)Vr €la,b] mit a<b = /ab f(z)dz < /abg(x)d:c

f) ‘/jf(sv)dx S/ab!f(x)!dx fir a<b

g) erster Mittelwertsatz der Integralrechnung;:

Sei f(x) auf [a,b] mit a < b integrabel und gilt A < f(z) < B Vx € [a,b], dann
existiert ein C mit A < C < B, so daf

B f(x) B — B = absolutes Maximum
f(z)
¢ f (l’o)
A A — A = absolutes Minimum
A
a b a )

3.6.3 Stammfunktionen und unbestimmtes Integral

D FEine in [a,b] differenzierbare Funktion F(x) heifst Stammfunktion der Funktion
f(z) falls gilt

F'(z) = f(z) Vz € la,b]

Die Menge aller Stammfunktionen F(x) wird als unbestimmtes Integral /f(x)dx

bezeichnet.

Beispiel:

f(x) =cosx  F(z)=sinz
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S

Besitzt eine Funktion f(x) zwei Stammfunktionen F und G, so unterscheiden sich

diese nur um eine Konstante C', d.h.

/f(:p)da: = F(z)+C

Annahme: F und G seien Stammfunktionen von f mit F(x) = G(x) + h(z).

Fl(z) = f(z)
— Ga)+ )
G'(z) = f(x) (G ist Stammfunktion)
= flx)+ 1 (x)
= h'(z) =

Grundintegrale:

Funktion Stammfunktion
1 41
/xo‘dx = — 2" +C a#-1
1 a+1
/—dx = Inlz|+C
v 1
/e‘”dx = —""4+C a#0
«Q

1
sin(ax)dr = ——cos(ax)+C a#0
o

[ sin(ax)
/cos(om:)da: = ;sin(ax) +C a#0

D

Zu einer auf |a,b] integrablen Funktion f(x) ist die zugehorige Integralfunktion

I(x)

durch

I+ 2 I(2) :/:f(s)ds z € [a,b]
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definiert.

S Fiir die Integralfunktion I(x) zu einer auf |a,b] stetigen Funktion f(x) gilt

I'(z) = f(z)

d T
dh. @/a f(s)ds = f()

d.h. die Integralfunktion I(x) ist eine Stammfunktion von f(x).

B

d B I(x+ Az) —I(z) fﬁm f(s)ds — [7 f(s)ds
@[(.ﬂ?) o Alzeo Ax o AIDICIEO Axr
L gy S f(s)ds
Az—0 Ax
CJE frinds IR F(s)ds TR frnads
. N e LCOL R
Alggo fain < Alggo Az = Alggo Fmax
_[EEAT f(s)ds
f2) < lim =—p = f@)
‘ fm+Ax f(S)dS
/ _ T _
= I'z) = lim =—0 f(@)

* - monoton steigend, nach oben beschrinkt

x* - monoton fallend, nach unten beschrankt

S Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Ist fiir eine in |a,b] stetige Funktion f(x) eine belicbige Stammfunktion F(z) bekannt, so
b
erhdlt man das bestimmte ]ntegml/ f(z)dx durch
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156 3.6. Integralrechnung

Damit ist die Berechnung eines bestimmten Integrals auf die Bestimmung der Stamm-
funktion zuriickgefiihrt.

B

/abf(s)ds - /adf(s)ds—l—/dbf(s)ds

- —/daf<s)ds+/dbf(s)ds
1(b) — I(a)

= [F(b) = C] = [F(a) - C]

— F(b) - Fla)

denn die Stammfunktion /(z) unterscheidet sich von F'(z) nur durch eine Konstante C'

(Hier: I(z) = [] f(s)ds).

Berechnung bestimmter Integrale:

b 1 b
/ Ddr = | ——2H!
a Yy + 1

a

—_ b {bW-H _ awﬂ}
v+1
/b sinhzdz = ;/b {ex — e_x] dz
’ 1 ’ b
= ler+e,
= [cosh x]z

= cosh(b) — cosh(a)

3.6.4 Integrationsregeln

Durch Ausnutzen der Differentiationsregeln erhélt man eine Reihe von Regeln zum Auf-
finden einer Stammfunktion und damit zur Bestimmung eines bestimmten Integrals.

Im folgenden, seien F'(z) und G(z) Stammfunktionen von f(z) und g(x).

S Summenregel

[l f@)+ B g(@)de = a F(z)+ 5 Gx) +C
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Aus
(FG)Y = F'G+Fd&
Produktregel folgt:

S

/abF'(x) G(r)dz = [F(x) G(fv)]Z—/abF(a:) G/ (w)da

partielle Integration oder

[ f@ e = (P 6@l - [ F@) o)

Beispiel:

Anwendung auf ein bestimmtes Integral

G F' GF - G F
b b
/ x cosxdr = [z sinz]® —/ 1 sinxdx
= [z sinz)’ — [~ cosa]’

= bsinb—a sina+ cosb — cosa

Anwendung auf ein unbestimmtes Integral
G F' GF - G F
/x2 e“dr = 2° ex—/2xewdx +C
= xgez—Q[xex—/exdx]%—C
= 2% e* —2r e +2°+C
= (*—20+2)e"+C = H(z)

Kontrolle:
Integrand h(zr) = a2°¢°
Stammfunktion H(z) = (2° — 21 + 2)¢€”
dH x) 2 T T
= (2° =2 4+ 2) e+ (22 — 2)e

dx

= 2% e" = h(2)
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158 3.6. Integralrechnung

Kettenregel = Substitutionsregel:

S Ist g(u) auf [a,b] stetig differenzierbar und f(v) stetig fir alle v € {v|v = g(u),u €
la,b]} dann gilt:

B Die Integralfunktion I(x) = / ' f(v)dv (a beliebig) ist eine Stammfunktion von
fw), d.h. I'(x) = f(x). Die Verkettuoﬁg H =1Togvon I und g besitzt die Ableitung

)= (Togfw) = 55

= I'(g9(u)) ¢'(u)
= f(g(u)) g'(u)

d.h. I o g ist Stammfunktion von f ¢'.

[ Flg)g . = (7o g,

S Ist F(u) Stammfunktion von f(u), so gilt

/jf(am+b)dx _ ;[F(a:z:er)]ﬁ

/jf(a:):ij)da: = Cll/jf(ax%—b)adx
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Beispiel:

/jf(ax—l—b)dx =

(x) =az+b
[F(g(2)))%2)

[F(ax + b)]°

Q

IS ST

S Ist g(z) in |a,b] differenzierbar mit g(z) # 0, so gilt

/ab g@),.

o nlg(a);

b
= [lnfo])%)

Formal 148t sich schreiben
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= Achtet man auf die Integrationsgrenzen, so 1af3t sich mit den Differentialen nach den
iiblichen Rechenregeln verfahren.

T = /FCOSQ e~ % gin Ado
0

u = cosf
T — coswm=—1
0 — cosO0=1
du sin 0
—— = sin
do
du = —sinfdfd
alternativ
v = —acosb
d
d—g = asinf
dv = «asinfdf
u(0=m)
=T = —/ ue ““du
u(0=0)
-1
= — ue ““du
+1
+1
= / ue “Udu
1
1 +1 +1 1
= [u ( e“”)] —/ ——e “"du
—Q -1 —1 (e}
1 1 2 +1
= —— {—1—1 et — (=1 e (71)] — l() e ”]
« —a o
1 (07 —Q 1 — (e}
= —a{e +e }_<042>[€ —e}
2 1
= —— {Coshoz — —sinh oz}
o «
m B
oO=—>:":
kT

<M> = m <cosf >
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_ mB .
[ cosf e 5T sin 0dl
m

e cosORF sin 0df
(—%) {cosh o — ésinh a}
(—%) sinh «

m

1
<M> = m {cotha—}
«

Langevin-Funktion:

1
L(a) = —— +cotha
[0}
a1
[0
L ~ —
(@) = 2
m2
= < M> ~ B
3kT
m2
= =
X 3% T

3.6.5 Integration gebrochen rationaler Funktionen

Die Integration einer gebrochen rationalen Funktion

NgE
S

.
Il
o

flz) =

M:
S

s
Il
o

erfolgt i. allg. in drei Schritten:

a) Zerlegung der gebrochen rationalen Funktion in ein Polynom und eine echt gebro-
chen rationale Funktion — falls m > n.

b) Partialbruchzerlegung der echt gebrochen rationalen Funktion

d
CjT

c¢) Integration des Polynoms und der Partialbriiche unter Verwendung von Standard-
integralen
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Schritt a) "Kiirzen” falls m > n, z.B.:

x4+ 222+ 3
flo) = =31

N 2 +1

Schritt b) Partialbruchzerlegung

S "Zur Erinnerung” Fundamentalsatz der Algebra:

Jede ganze rationale Funktion n-ten Grades mit reellen Koeffizienten a; laft sich auf die
Form bringen:

Yaxt = clx—m)(r—x2) ... (x— )@+ prr+aq)... (2 +px+q)
wober gilt: k + 2l =n, ¢, x;, ¢;, p; € IR.

Fallen u bzw. v der Nullstellen zusammen, so 1483t sich schreiben

Z art = oz —x)" .. (v —x)" (2® Fprr+q)" .. (22 pr )Y

=0
mit
... +us  + 2(wi+...4+v) =n
s Summanden t Summanden

d.h. jeweils verschiedene Nullstellen.

S Jede echt gebrochene rationale Funktion f(z) lafit sich als Summe von Termen der

Form

Ay Ay Ay, :
+ o i=1,...,s
r—x;  (v—x)? (€ — x;)%

und Termen der Form

Biz + Cy B,z + C,,
-+ ...+ ,
2+ pix 4 q; (2% + pix + q;)vi

darstellen. Die Konstanten A, B und C' lassen sich durch Koeffizientenvergleich ermitteln.

Beispiel:

r+2 a) x4+ 2
2 —1 (x—1)(z+1)
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=1lxz+2

= A+ As
Ay — Ay
Ay

Ay

1=

Ay A
r—1 x+1
Aj(x +1) + Ay(x — 1)
(A + Ag)x + (A1 — Ay)
1
= 2
3/2
~1/2

Schritt c) Integration der Partialbriiche

Nach erfolgter Partialbruchzerlegung treten nur 3 verschiedene Funktionstypen als Inte-

grand auf.
A
Q) / pr— dz
A
—d
Bx+C
B / @t

Substitution v = x + p/2 =

B//
O/l

mit

Aln |z — ;| 4 const. fir n=1

a )(:p—xi)l_”%—const. fir n>2
—-n

Bu— Bp/2+C
/(u2 —pu+p?/4+pu—p?/2+q)"
Bu + '
[ vy
C'=C - Bp/2

K =q—p°/4>0

1 Bku/k+C" _ (u

= (i) #
dv

() +1)
y vdv y
P e ey
I I
B k_2n+2
O/ k—?n—l—l
(C = Bp/2) k"

du

du

NS

1 2udv
oo L
2/ (1402
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L
I,
fir n>2: I,
1 v 20
- —d
2/(1+U2)n+1 .

n—n-—1

N / dv
(14 v2)n-t

= I

L

1
- ln(l + v?) + const.

= fir n=1

B 2vdw

B 2/ 14+ v2)n

= 2(1—n) "1+ v*)'""" + const. fiir n>2

B dv

B / (1+0v2)"

= arctanv + const. fiir n=1

B dv

B /(1+v2)"

(1+v?)dov

- /(1+U2)n+1

B dv v 2v

= Jar ot o woom®

o 1 11 dv

- T [U(1+v2)”] taul TSR

dv 1 1
/ I+o3)n  20n—1) [“(1 +v2)”1]
1 1 dv
2 n— 1/(1+v2)”1
1 1 dv 1 1
2(n — 1) [”(1 +v2)n—1] +/ (14 v2)n-1 [1 22— 1}
v 2n — 3 dv

2(n—1) (1 +ov?)nt o2 (14 v2)n—t

vom Typ I, oder I

3.6.6 Uneigentliche Integrale

b
Bei der Definition des bestimmten Integrals / f(z)dz (siehe 3.6.1) wurde bislang vor-

ausgesetzt, dafl gilt:

a) die Funktion f(x) ist innerhalb [a, b] beschrinkt

b) der Integrationsbereich [a, b] ist endlich, d.h. a, b # +o00

Beide Einschréankungen konnen bei geeigneter Erweiterung des Integrationsbegriffs ent-

fallen.
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Zu a):

D Es sei f(x) eine in [a,b — €] (0 < € < b— a) beschrinkte und integrable Funktion.
Existiert der Grenzwert

b—e
I = lim f(x)dz

e—=0 Jq

so heifst I (konvergentes) uneigentliches Integral von f(x) auf [a,b].
b
Symbolisch: I :/ f(z)dx

Ezistiert der Grenzwert nicht, so spricht man von einem (divergentem) uneigentlichen
Integral.

Analog 1483t sich die Definition ausdehnen fiir den Fall, dafl f(x) fiir = a oder fir z = a
und x = b nicht beschrénkt ist.

Beispiel:

1 - 1
——dz = lim —dx
/0 V1 — a2 e=0Jo /1 — a2
= lim [arcsin 7]} ¢
e—0

= lim [arcsin(1l — €) — arcsin 0]
e—0

= arcsinl
_ T
2
Yy i Wy arcsin x
f(ﬁ) | 20T !
| |
E 1 =«
1 =z
E hend d ’ ! d o ! behandel
ntsprechend wer en/ — un / ——— behandelt.
b —14/1 — 22 “1 /1 — 22

Zu b):

D Sei f(x) eine beschrinkte und integrable Funktion fir x € [a, b] mit beliebigem b > a.
FEzistiert der Grenzwert

I = lim bf(a?)dx

b—o0 Jg
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166 3.6. Integralrechnung

so heifit I (konvergentes) uneigentliches Integral von f(x) tber |a, oco].

Symbolisch: I = /OO f(z)dz

a

Existiert der Grenzwert nicht, so heifit / f(x)dz divergent.

Analog 148t sich die Definition erweitern fiir den Fall dal @ = —oo bzw. a = —oo und
b = oo.

Beispiel:

o
/ e P dg

Jo
Essei0<neIN,0< g elR.
Substitution /B x = u fithrt auf die Form

© 2
/ u"e " du
0

Yy
n=1
X x
n=0: / e du = \g% (Beweis folgt spéter)
0
0 2 1
n=1 / we du = =
0
d
mit u?>=s und —S:2u
du
[e’s) [e’s) 1
/ ue “du = / [6_5] —ds
0 0 2
= ;-5

n > 1 : Partielle Integration
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— —1 Wl Oo(n — 1)u"*2e*“2du
2 0 0

entweder gilt n —2=0odern —2=1

ansonsten weiter partielle Integration
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168 3.6. Integralrechnung

3.6.7 Interpolation und numerische Integration

a) Interpolation

In vielen Fillen ist die Auswertung einer betrachteten Funktion sehr aufwendig oder
nicht zugénglich (Mefiwerte). Die Interpolation bietet die Moglichkeit die Liicke
zwischen bekannten Stiitzstellen zu ”iiberbriicken”.

Lineare Interpolation

Die Funktion f(z) wird zwischen jeweils zwei Stiitzstellen (z¢ und 1 mit yo = f (o)
und y; = f(21)) durch eine Gerade h(x) ersetzt, so daB h(z;) = vy;, i = 0, 1.

Y
f(z)
h(z)=a+bx
1 1
1 1
Zo T T
Bestimmung von a und b:
2-Punkteform
Y —"%Yo _ Y1 — Yo
r — Tg Tr1 — X
Y1 — Yo Y1 — Yo
= hx)=y = |p- o] + [0
Tl — X Tl — X
=q =p
alternativ
h(l’o) = a-+ bZL‘O = Yo
h(l’l) = a-+ bl’l = Y1
=b(r1—x0) = 1 — Yo
b — Y1 — Yo
T — To
Y1 — Yo
a = Yo — Zo
1 — X

Quadratische Interpolation

Die Funktion f(z) wird im Bereich von drei Stiitzstellen (x; mit y; = f(z;), i =
0,1,2) durch eine Parabel g(z) ersetzt, so da8 gilt g(z;) = vy;, i = 0,1, 2.
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y g(x) =a+bx+ca?

Bestimmung von a, b und c:

g(x;) = a—f—ba:i—l—c:v?:yi 1=0,1,2

d.h. man erhilt ein lineares Gleichungssytem fiir die Koeffizienten a, b, ¢

1 xy a2 a Yo
1 a:% b | =1 wn
1 o 23 c Yo
Speziell: Aquidistante Stiitzstellen mit Nullpunktsverschiebung, d.h. zy = —Axz,

1 =0, 20 = +Az =

a — Azb + Az’c = 1y

a = N
a + Azb + Ar’c =

b:yz—yo C:y2+yo—2y1
2 Ax 2 Ax?

= a=1n

Interpolation mittels Polynomen héherer Ordnung:

Formel von Lagrange
Ly(z) = Zyi Li(z)
i=0

mit den Polynomen

(x—zo)(x—21) ... (. — i) (x —2ipq) ... (x — xp)
(x; —xo) (i — 1) . ( — wiq) (T — Tigq) - - (g — )

L) =

fir (n + 1) Stiitzstellen (z;,y;) i =0,...,n.

© H. Ebert, 14. Ausgabe — WS 2020/21



170

3.6. Integralrechnung

b) Numerische Integration

Numerische (rechnerische) Integrationstechniken zielen darauf ab, einen Naherungs-

b
wert fiir ein bestimmtes Integral / f(z)dx zu bestimmen.
a

Fiir eine gewihlte Zerlegung Z des Intervalls [a, b] liefern die zugehorigen Ober- und
Untersummen einen Néherungswert fiir 7.

Offensichtlich gilt fiir den Fehler AI, d.h. die Abweichung vom gesuchten Integral

[All < |0(2) = U(Z)|

m Eine numerische Integrationsformel sollte bei Verfeinerung der Zerlegung zu
immer kleineren Fehlern fithren und die Méglichkeit beinhalten den Fehler Al zu
bestimmen.

Im folgenden wird — wie dies iiblich ist — von einer dquidistanten Zerlegung Z aus-
gegangen.

Eine stiickweise lineare Approximation des Integranden fithrt bei Zerlegung in n
dquidistante Intervalle [x; 1, x; = x;_; + Ax] auf die Trapezregel.

Y hi(z) —

~ § / f(x)

Z; n

" hi(z)da = I

- i=1

b n
/f(ac)dx ~ Z/
a i=1 x
1 1
= Au (Gho+ it ot fai+560)
Segment, 7:
I, = /I hi(z)dx

= Ax(fi-1 + fi)

| =
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Eine quadratische Approximation des Integranden fiihrt bei Zerlegung in n dquidi-
stante (n gerade!) Intervalle auf die Simpsonregel.

A

Y
gi(7) f@)
Toj—2 T2i—1 T2 l"
Uo Ul U9
=-Azx 0 +Azx
b M2 n
/ flx)dr ~ Z/ gi(z)dx = ZL
a i=1"%2i-2 i=1
Ax
= 3 (fo+dfi+2fc+4fs+. . +2fo+4fua+ fa)
Segment i:

I, = /Qi gi(z)dx
T2i—2

= / 2(a + bu + cu®)du
uQ
1 1 2
= {au + ibu2 + gcu3 5
2 2 1
= a(ug — ug) + §b(u2 —up) + gc(% — up)

2
= 2aAx +0+ gch‘g

292+ Yo — 2y1 , 3
= 2y1A —ZZ - T A
BAT 3 2Ax? v

Ax
— (Yo + 4y1 + 1)

3
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172 3.7. Potenzreihenentwicklung von Funktionen

3.7 Potenzreihenentwicklung von Funktionen

3.7.1 Taylorentwicklung

Polynome sind in der Anwendung, d.h. Funktionswertbestimmung, Differentiation und
Integration besonders angenehm. Interpolation, bzw. Extrapolation, bieten die Moglich-
keit, eine vorgegebene Funktion durch ein Naherungspolynom zu ersetzen. Das Polynom
n-ten Grades wird dann durch n 4+ 1 Stiitzstellen bestimmt. Alternativ 148t sich fordern,
dafl das Ndherungspolynom in den n ersten Ableitungen (sofern diese existieren) an einem
vorgegebenen Punkt mit denen der Funktion iibereinstimmen.

Es soll nun eine Funktion f(z), die n-fach differenzierbar ist, betrachtet werden und in
der Nihe von zy = 0 durch ein Néherungspolynom 7,,(z) ersetzt werden.

Néherungspolynom:
To(z) = > a2’

Bestimmung der Koeffizienten a;:

To(z) =) a;a' = T,(0) = ap = f(0)
i=0

Th(z) =Y iaa™ " => iaa""" = T'(0)=1-a; = f(0)
i=0 i=1

T'x) =Y i(i—-Dar =) i(i-Dagzr?=T/(00=2-1-a = "(0)
i=1 1=2

Damit

bzw. fiir allgemeine x:

D Sei f(x) bei xy mindestens n-mal differenzierbar, so bezeichnet man

Too() = 35 5O 0) (2 — o)
=0 7"
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als Taylorpolynom zu f(z) bei xy.

Wie gut reprasentiert das Taylorpolynom 7, ,,(z) die urspriingliche Funktion f(z)?

Beispiel:

f(z) =sinz, g =0

f(0) = sin(0) =0
F(0) = cos(0)=1
f"(0) = —sin(0) =0

f30) = —cos(0)=—1
f@0) = sin(0)=0
fO0) = sin(0) =1
" 3 5
= 04 +0— 5 +0+
m(_1)i g2t
= g @i+ 1)l mit 2m+1=n
1

Fehlerbetrachtung:

Fiir die Differenz R, o(x) zwischen dem Taylorpolynom und der urspriinglichen Funktion

f(z) gilt:

Speziell gilt fiir n = 0O:

RO@O (.%)
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part. Integration = [t f'()]; — /x :t f(t)de
= @ f@) — a0 o) - [ ¢ (0)a
= (@—x) Fwo) 4o f@) = o) - [ ¢ (0t
= (@—a) fleo) +o [ Ot [ 1w
= (e —x) o) + [ -0 (0t

= f@) = f@)+ Feaa =)+ [0 -t
Tl,xo(m)

Rl,wo (ZL’)

S Fiir das Restglied R, ,,(x) zum Taylorpolynom T, ., () gilt:

Bro(@) = [ fomp@=Dg

o) 7’L'

falls f(t) firt € [xo, z] n+ 1-mal differenzierbar ist.

B Vollstédndige Induktion.

3.7.2 Potenzreihen

D Unter einer Potenzreihe P(x) versteht man ein Polynom dessen Grad unendlich

ist:

P(x) = a0+a1x+...:Zai$i
i=0

Bricht man die Summation bei ¢ = n ab, so entsteht die Partialsumme

Eine Potenzreihe heifit an einer Stelle xy konvergent, wenn die Folge der Partialsum-
men S, (xg) (d.h. So(xg), Si(xg), Sa(zp), -..) einem Grenzwert G = lim Sy () zustrebt
— andernfalls nennt man die Potenzreihe bei xy divergent.
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Gibt es ein p > 0, so daB eine Potenzreihe P(x) fiir alle |x| < p konvergiert und fiir alle
|z| > p divergiert, so wird p als Konvergenzradius der Potenzreihe bezeichnet.

Betrachtet man speziell x = 1, so ist

P(z) = Zaiazi = Zai
i=0 i=0

und man spricht einfach von einer Reihe. Wechseln die a;’s einer Reihe standig ihr Vor-
zeichen (d.h. a; - a;41 < 0), so spricht man von einer alternierenden Reihe.

oo
S Konvergiert eine Potenzreihe Zaia:i, dann gilt lim a,x"™ =0, d.h. insbesondere:
- n—oQ

=0
divergiert a,x™ oder gilt nh_)rglo apz” = A #0, so divergiert die Reihe.

B

lim a,z" = lim [S, — 5,_

n—oo n—>oo[ n n 1}
= lim S, — lim S,

n—oo n—o0

= G-G=0

S Konvergiert eine Potenzreihe fiir v = xo # 0, so konvergiert sie fiir jedes |x| < |xo|.
Divergiert die Reihe fiir xq, so divergiert sie fir jedes |x| > |zo].

Gibt es ein xg > 0, fiir das die Rethe konvergiert, so existiert ein Konvergenzradius p > 0.

B Mittels des vorausgegangenen Satzes.

Beispiel:
Geometrische Reihe 2t
i=0
Fiir die Partialsummen 143t sich schreiben:

1— I.n—&-l
: : 1 )
mit lim S,(z) = fir <1
n—o0 1—2x
lim S,(z) = oo fir z>1

n—o0
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damit ist der Konvergenzradius p = 1.

Gibt es weitere Konvergenzkriterien? Wie 148t sich p bestimmen?

o0
Anmerkung: Interessieren wir uns fiir die Konvergenz einer Potenzreihe P(z) = ) a;z fiir
1=0

oo
ein bestimmtes x, so konnen wir stattdessen die Konvergenz der Reihe Z A; betrachten
i=0
mit A; = a;x'. D.h. alle folgenden Kriterien fiir Reihen sind entsprechend auf Potenzreihen
iibertragbar.

S Majorantenkriterium bzw. Vergleichskriterium

Konvergiert die Reihe Zbi mit b; > 0 und gilt 0 < a; < b; Vi € IN, dann konvergiert

i=0
[o¢]

Z a; mit

i=0

A=Ya < S b;=B
=0 =0

B S, = Z a,; ist monoton wachsend und besitzt die obere Schranke B.

=0
Beispiel:
> 1
61 = -
iz
S LS S
B 120 34
B TS LI S —1+§:(1>Z
2.2 2:2.2 =\
1
= 14+——=1+2=3
1—3
S Quotienten- oder d’Alembertsches Kriterium
Qi

L den Grenzwert G,

Sei Zai eine Rethe mit a; > 0 fiir alle i und besitze die Folge
=0 a;

dann konvergiert die Reihe fiir 0 < G < 1 bzw. dwergiert fiir G > 1. Fir G =1 ist keine
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Aussage moglich.
Beispiel:

o0

i

= Vi3

lim Gt _ lim i+l Vig
=00 @, o i—oo 4/ + 1 3i+1 1
. Vi+11
= lim —— -

Viy/1+1/i
g YWV
) -1
= Jim 1+ 1ig

1

3

d.h. die Reihe konvergiert.

S Wurzelkriterium

Sei > a; eine Reihe mit a; > 0 und gibt es ein n, so daf§ /a; < q <1 (q fest) fiir alle
i=0
i >mn, so ist die Reihe konvergent. Ist \/a; > 1 Vi > n, so ist sie divergent.

Beispiel:

3 3
Mit ¢ = 0.9 Zai:;<(),9 fiir z>ﬁ2n
=/a; <q=09 fir i >n=4

S Integralkriterium

Fiir die Funktion f(x) gelte fir x > 1: f(x) > 0 und weiterhin sei sie monoton fallend.

Die Reihe Zf(z) konvergiert genau dann, wenn das uneigentliche Integral / f(x)dz
i=1 1
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178 3.7. Potenzreihenentwicklung von Funktionen

existiert.
Beispiel:
i 1
i
Quotienten-Kriterium:
, 2
| Git1 lim ( )
i—00 @, i—00 \ 7 —|—1
= 1

= keine Aussage moglich.

Integralkriterium:

0 ] a
A= T

) 1 1}
= lim — |- ——

a—00 a 1
=1

= konvergent.

m Alle angefithrten Kriterien gehen von a; > 0 aus. Mittels der folgenden Sétze lassen
sich die Aussagen auf Fille mit a; < 0 iibertragen.

D Eine beliebige Reihe Zai heifit absolut konvergent, falls Z la;| konvergiert.
i=0 i=0

S Jede absolut konvergente Rethe konvergiert, d.h. falls Z la;| konvergiert, so konver-
=0

giert auch Z a;.
i=0

S Leibniz-Kriterium

Die Zahlenfolge {a;} sei eine monoton fallende Folge mit dem Grenzwert 0 (lim a; = 0).
1—00

Dann konvergiert die alternierende Rethe

Z(—l)iai = —a1+ay—azt+as—as+...

i=1
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Beispiel:
i(—l)" _ 1 1 1 1
= i 2 3 4
= —In2=-0,69...

Mittels des Quotienten- bzw. Wurzelkriteriums lassen sich fiir Potenzreihen deren Kon-
vergenzradien bestimmen:

S Der Konvergenzradius p einer Potenzreihe Zai:vi ist durch den Grenzwert

i=0
an -1
| v oo ()
gegeben.
Beispiel:
> (3z)’
i=0
T B C:) L R |
p= 7111—>r20‘(3)i+1 - Ji%g—g

S Innerhalb des durch den Konvergenzradius festgelegten Bereiches lifit sich eine Po-

o0
tenzreihe differenzieren und integrieren, d.h. mit f(x) = Zaixi qilt
=0

f'(z) = iiaixi’1
=0

b © 1 L
bzw. /af(x)dx = [Zi—i—laixlﬂla

1=0

Beispiel:

© H. Ebert, 14. Ausgabe — WS 2020/21



180 3.7. Potenzreihenentwicklung von Funktionen

= l+ao+22+2°+... fir |z/<1
Fiw) = - S
(1—z)? i=0
= 142x+322+423+ ...

S Fine Funktion f(x)

a) sei in einem Intervall [a,b] um x = 0 beliebig oft differenzierbar,

b) das Restglied R, (x) in der Taylorschen Entwicklung verschwinde fiir n — oo

lim R, (z) =0

dann lafit sich die Funktion f(x) in dem Intervall [a,b] durch eine Potenzreihe (Taylor-
reihe)

entwickeln.



Kapitel 4

Funktionen mehrerer Veranderlicher

4.1 Definition, Einfiihrung

D Seien A und B zwei beliebige Mengen. Unter einer Funktion oder Abbildung f
von A nach B

f: A—B
versteht man eine Vorschrift, die jedem Element x € A genau ein Element y € B zuordnet

frzr—y=f(z)

A ist der Definitionsbereich der Funktion
B ist der Wertebereich der Funktion

e AC IR und B C IR: Funktion einer Verénderlichen (im bisherigen Sinn)

—

e A beliebig und B C IR™: f ist eine vektorwertige Funktion

B fi(z)
flz) = :
fn()
Der Vektorpfeil iiber f wird im folgenden in der Regel weggelassen.

Die fi(x) (i =1,2,...,n) heilen Koordinatenfunktionen.

e A C IR™ und B beliebig:

X1

181



182 4.1. Definition, Einfithrung

Die Funktion

xn,O
mit x; = x; fest gehalten, auler x; = x; heifit partielle Funktion

e A C IR und B C R": Parameterdarstellung einer Kurve, z. B. 7(¢), mit ¥ =
< ;j ) Ortsvektor

YA

gy

[ cost
"=\ sint
0<t<m/2
e AC R",B C R: Skalares Feld, z. B. : T(#), mit T: Temperatur, 7: Ortsvektor

e ACIR" und B C IR": Vektorfeld, z. B. :

- 1 qgr
Efr) = ——
(7’) 4dmeq ]ﬂ?’

E: elektrisches Feld, ¢: Punktladung bei 7= 0

m Im folgenden in der Regel Einschrinkung auf A ¢ IR? und B C IR, d.h. eine abhingige
Variable und zwei unabhéngige Variablen.

N

f: R —R
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R?> & :<x1>r—>z:f<x1>elR

X2 X2

alternative Notation

R? > :<x>»—>z:f(17):f<;j>ell%

Darstellung von Funktionen:

Analytisch:

e explizit, z.B.:
2 = ax’®+ bry + ¢y
e implizit, z.B.:
0 = 2z +2y° +ay
Graphisch:

Die folgende Beispiele fiir die graphische Darstellung einer Funktion z = f(x,y) zweier
Variablen verwendet die ideale Gasgleichung in der Form: p=T/V.

e 3D-Darstellung
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TV

p

Isochoren

T\

e Isolinien

184

3.75
2.5
1.25

0

Isothermen

e Partielle Funktionen

375 5

1.25 25

0

Qg MmInNIN-HINn O
N H o

e Kurvenscharen
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e Vektorfelder

Feldlinien

u
&XX
AR AR ER

i N
Vektorpfeile
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186 4.2. Der Begriff der Stetigkeit

4.2 Der Begriff der Stetigkeit

D Fine Funktion heifit stetig im Punkt o € A, wenn es zu jedem € > 0 ein d(e) > 0
qibt, so daf$ aus

T -2y <d V z€A
die Figenschaft
/(@) = f(Zo)| <e

folgt.

flao) al {2

=1

Zo

20(€)

S Fiir eine vektorwertige Funktion f(f) folgt aus der Stetigkeit jeder einzelnen Koor-
dinatenfunktion f;(Z) die Stetigkeit von f(Z).

m Fiir die Stetigkeit einer Funktion ist die Stetigkeit ihrer partiellen Funktionen nicht
hinreichend!

Beispiel:
x B xy
f < Y ) CCQ +y2
f Zo _ oy
Ny g + 4
Ty — 0=
Oy

0+ y?
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d.h. die partielle Funktion ist stetig, jedoch gilt

0 . €€ 1
o) - ey

Damit ist f nicht stetig, d. h. der Grenzwert f(0) ist wegabhéingig.

U
T=y=c¢
T 1
%7
()
|~} L
x=0 x
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188 4.3. Mehrdimensionale Differentialrechnung

4.3 Mehrdimensionale Differentialrechnung

4.3.1 Differenzierbarkeit

D Die Funktion f: A C R™ — B C IR" heifit differenzierbar im Punkt ¥ € A,

wenn es eine lineare Abbildung, reprdasentiert durch eine n x m Matriz J gibt, so dafs:

_|f@+ A7) - f(@) - AT
lim_ =0

AG—0 |AZ|

en=m=1,dh: ACR, BCIR

y = f(z)]

o f<x+Ax>—f<x>_J| .
Az—0 Ax
fla+Av) - f(2) ,
v = /=5

= Die Matrix J héingt im Allgemeinen von z ab!

en=1m=2dh: AcR?) BCR
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L 2= f(7)

<y

Zo

J ist nun eine Matrix der Form J = (Ji, Jiy).
Die Matrixelemente geben die Steigung der Ebene an, wenn man in die z- bzw.
y-Richtung geht.

D.h. die obige Definition sagt, dafl es eine Tangentialebene am Punkt 7, geben
muf und diese eindeutig ist.

z=f(X,y)

1.75

1.5

1.25
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190 4.3. Mehrdimensionale Differentialrechnung

4.3.2 Partielle Ableitungen

Welche Bedeutung haben die Matrixelemente von J7

vA J(&) = (@ + A7)
¥
2/ )T Ar
% \f(ffo)
-
X

f(@o+AZ) ot f(@) + JAT

— s+ e n) (30

= f(Z) + (Jiz J1y) ( (1) ) Az + (Jip Jiy) < (1) > Ay

= f(fo) + (Jlx J1y>ngI + (Jlx le)gyAy
= f(@) + Jiz Az + JiyAy

Speziell: Ay =0

S +A
f<17>:f<mo 33) Az—0 f(m())—i-(]lel’
Yo Yo
J1, ist offensichtlich die 1. Ableitung der partiellen Funktion f ( yx > nach z, d.h.
0

d T
Jipg = —
! dxf<yo>

d T
le:dyf< y0>

Entsprechend gilt:
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m Damit wird deutlich, dafl die Matrix J im Allgemeinen vom Aufpunkt &, abhéngt

D Der Ausdruck

wird als partielle Ableitung 1. Ordnung der Koordinatenfunktion f; nach der j-ten
Variablen x; im Punkt T bezeichnet.

Die Matrix

ofh ... Oh

ox1 Oxm
7= : s

o1 OTm

wird als Jacobimatrix oder Funktionalmatrix bezeichnet.

N

o1 =0, f = f, usw.
Ox

Partielle Ableitung a% f(z,y0):
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Partielle Ableitung a% f(zo
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0 0

Hat man speziell n = 1 so hat J die Gestalt J = (=—f... —f).
81'1 8xm
Statt dessen laBt sich ein Spaltenvektor g;ad f einfithren, mit
o
., . ox1
gradf =Vf = : =Jr
0
Erl
D v f wird als Gradient von f bezeichnet.
9
B o0z
V = :
0
Oxp

ist der Nabla-Operator (Differentialoperator).

Wirkt V auf eine skalare Funktion f(#) mit & € R™, so entsteht ein Vektor in IR™ —
der Gradient von f(Z) — der in Richtung der stéirksten Anderung von f(Z) weist. Seine
Lénge ist ein Ma$ fiir die Anderung der Funktion f(Z).

~

Beispiel:

4

e
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194 4.3. Mehrdimensionale Differentialrechnung

—

5€vz—F

a,b>0

—

F

Hat V' die Bedeutung einer potentiellen Energie, so hat F =—VV die Bedeutung einer
Kraft.

4.3.3 Partielle Ableitungen héherer Ordnung

Partielle Ableitungen hoherer Ordnung entstehen durch partielles Differenzieren einer
partiellen Ableitung;:

o (o5\ et o (o o
ox \ox) 0x2 oy\ox)  Oyox V"
o fofy _#r_ oo\ _ @r
oy\oy)  oy2 "% ox \ody)  oxoy '

Usw. gemischte Ableitungen

Es stellt sich jetzt noch die Frage, ob gilt:
f Ty f yx

S Satz von Schwarz

Sind die partiellen Ableitungen n-ter Ordnung einer Funktion f stetig im Bereich A, so
ist die Rethenfolge der Differentiation mindestens bis n-ter Ordnung vertauschbar.

Beispiel:
n=J3:
fmy - fya:

fx:cy = fxyx:fyxz
#f:vyy - fymy:fyyx
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4.3.4 Extremwerte

D Falls in einem Bereich fiir jedes ¥ mit 0 < | — Zy| < § die Beziehung
f(@) = f(Zo) <0 bzw. f(@) = f(Zo) >0

gilt, so bezeichnet man Zy als ein lokales (relatives) Maximum bzw. Minimum.

S f(Z) sei eine differenzierbare Funktion. Notwendige Bedingung fir das Auftreten

eines Mazimums/Minimums ist das Verschwinden des Gradienten Vf =0, dh. die Tan-
gentialebene mufs horizontal verlaufen.

D Fin Punkt ¥ € A heif$st stationér oder kritisch falls

Vi@ = 0
of .
d.h. o, = 0 Vi

Die Tatsache, dafl ein Punkt kritisch ist, ist jedoch nicht ausreichend dafiir, dafl er ein
Minimum/Maximum ist.

S Taylorreihe

Fiir eine Funktion zweier Verdnderlicher gilt:

f@+ A7) = f(@)+ frdz+ f,Ay

+ o [ frel2® 4 260, ATAY + £, A7)

!

2]

+ {fmxAx?’ +...+ fyyyAyg}

!

w

1
+ ...+m[fana:"+...+fynAy”]+Rn

falls die entsprechenden partiellen Ableitungen existieren.
Fiir einen kritischen Punkt Z, gilt (V f(Zy) = 0):

- - S 1
f(@+AT) = (@) + 5 [farl2® + 2fn, Ay + f1uMy°] + Ry

2; (A fur + Ayfey)” + DY (Frafiy = f2,)]

12

f(%o) +
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196 4.3. Mehrdimensionale Differentialrechnung

Annahme:

fxzfyy_fjx > 0
d.h.  Signum(f,,) = Signum(f,,)

Falls f,, > 0,f,, > 0:

f(@o + AZ) > f(Zp) d.h. Minimum
Falls f,, < 0,f,y < 0:

f(@o+ AZ) < f(Zy) d.h.  Maximum

Annahme:

fxxfyy - nyz < 0

>
f(Zo + AZ) < f(Zy) d.h. Sattelpunkt moglich

Alle iibrigen Félle liegen komplizierter.

1 Maximum
Sattelpunkt //’,",';Q;
s AN
05 - ZAT] \
SRR 5 R, / \
22727 17 .~5$‘ . // “ \\ \SVrrZ =
e LRSS T L AOOORINNNGZZ—
prane s S SN N O NS NN
it s SN S SN2
0 Z SN RN
K Bl e S NN\
A 72N
N S
- L )
Minimum
-1 4
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4.3.5 Kettenregeln fiir die partielle Differentiation

LA

CclR AcCIR" BCIR

S Die Funktion f: A C R" — B mit ¥ — f(Z) sei stetig partiell differenzierbar.
O1, - .., Op seien in D differenzierbare Funktionen D — A mit Z(t) = (¢1(t), ..., on(t))
eEAVteC.

Dann ist die Funktion

F. ¢ —B
t— F(t) = f(Z(t) = f(o1(t),. ... Pu(t))

differenzierbar in C und fir die Ableitung F'(t) gilt:

i=1
dF(t) L f(Z) de(t)
e ; Ox; dt
Beispiel:
Temperatur Ort
T = T()
(1)
P o= )= |
z(t)
t Zeit
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198 4.3. Mehrdimensionale Differentialrechnung

or dz 0T dy 0T dz

dT — — S —

s = Oz dt i dy dt + 0z dt

—~ T T T
Anderung der Temperatur mit Geschwindigkeit in z,y, 2 — Richtung

der Zeit t langs des Weges 7(t)
= Tyv,+Tyv,+T, v,

VT -7
T(r)
7(t)
B Firn=2:
AF  F(t+At)— F(t)
At t4+ At —t
T+ A0,y + A0) — J(0),4(0)
At
_ S+ AL, y(@) — fz(t), y(t))
At
fla(t+ At),y(t + At)) — fz(t + At), y(1))
- At
S+ AL, y(t) — fxt), y(t) x(t + At) — 2(t)
x(t + At) — z(t) At
Q1 QQ
L e+ Ayt + AY) = fa(t + AL, y(1)) y(t + At) — y(?)
y(t + At) — y(t) At
Qs Q4

AF dF
Grenzwertbetrachtung: Al%tm0 ~ - @ F’
—

Of (x(t),y(t))
ox
dx ,

o
fla(t+ At),y(t + At)) — f(z(t + At), y(t))
Ay

Q2 —
Qs —
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strebt gegen
Of (x(t),y(t))

dy fir At —0
Qs — ﬁ:y/
F(u,v) = f(¢(u, v), ¥ (u,v))
U(u,v) =
D A B

S Die Funktion f: A — B mit (xz,y) — f(z,y) sei stetig partiell differenzierbar. Die
Funktionen

¢ (u,v) — ¢(u,v)
v (u,v) — Y(u,v) w,v €D

besitzen partielle Ableitungen ¢, ¢y, Y, und 1, in D. Weiterhin gelte:
(,y) = (o(u,v),¢P(u,v) €A V(u,v)eCCD

Dann besitzt auch die Funktion

¢ — B
Fioor— Flu,v) = f(¢(u,v), ¥(u,v))
in C partielle Ableitungen F,,, F, mit

Fu(u,v) = fuld(u,v),9(u,0)du(u, v) + f,(¢(u, v), ¢ (u,v))u(u, v)
oF af d¢  Of ov
ou Or du By Ou

Fy(u,v) = fa(d(u,v),¥(u, v))du(u, v) + fy(d(u, v), ¥ (u, v))hu(u, v)
OF _ 9 06 _0f o
ov Jor dv Oy Ov
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200 4.3. Mehrdimensionale Differentialrechnung

B Anwendung des letzten Satzes auf die partiellen Funktionen.

Beispiel:

Ubergang von einem Koordinatensystem in ein zweites.

polar

Transformation: x =rcos¢ ; y=rsing

gf = cos¢
gz = —rsing
g‘z = sin¢
ggyb = 7 CcosQ
Xz 24,2
— (@ +y?)
/ Y
r z(r, ¢)
F pu—
o) = Ty
= C 604(7‘2 cos? p+r2 sin? ¢)
— C ea T2
Direktes Ableiten von F":
F 2
% = 2arC e
r
OF
— =0

9¢
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Ableiten mit obigen Beziehungen:

oF _ 0for 010y

or Ox Or Oy Or
= 2zaC @) cos o + 2yalC @) gin 0]
= 2aC @+ [1 cos ¢ + y sin ]
= 2aC @+’ [7“ cos® ¢ + rsin’ gb}

2
= 2arC e

oF _ ofor ofoy
0¢p Ooxr d¢p Oy 0o
= 2zaC @) (—rsin ¢) + 2yaC @) (r cos ¢)
20rC e [—xsin ¢ + y cos ¢
= 2arC e’ [—7 cos ¢ sin ¢ + 7 sin ¢ cos ¢
= 0

Wechsel der Variablen

X f
(4

(oe). = (), ).~ (30). (35),

mit r = 2’/

oF\ (1) (0r) (2

ox ) ox ) oy). \0oz)
Meist (z.B. Atkins, Physikalische Chemie) wird in der Notation nicht zwischen den beiden
Funktionen F' und f unterschieden.

Beispiel: innere Energie
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202 4.3. Mehrdimensionale Differentialrechnung

Up,V) Up, T)
Up,T)
Up,V 4
Energie
ideales
Gasgesetz
ideales Gas:
3 .
Up,T) = §RT mit pV = RT
3 A% RT V
».V) 2 ap ) P P

(), = (&), (). (5),

3 3 Vv
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4.4 Mehrdimensionale Integralrechnung

4.4.1 Differentialformen

D Fiir beliebige Funktionen fi(Z), ..., fu(Z) heifit der Ausdruck

f1 (Zf)dl‘l —+ fg(f)dl'g 4+ ...+ fn(ZE)dZEn

eine Differentialform.

D Erfiillen die f;(¥) einer Differentialform die Bedingung:

ofi _ 0f
8xj (%:Z

Vi, j

so spricht man von einer exakten Differentialform.

D Die Funktion F(Z) heifst Stammfunktion der n Funktionen f;(¥) (i = 1,...,n),
wenn, gilt:

. or . )
@) = 5-(@) = f(@) ¥i=1,..n

D Besitzt ein exaktes Differential eine Stammfunktion F (), so spricht man vom
vollstidndigen oder totalen Differential

OF oF
dFf = —d e+ —dx,
s T+ +85L’n x
" OF
= 3 Gdn
i—1 0;171

Beispiel: (ideales Gas — 1 mol)
Entropie:

S(T,V) = CylnT+ RlnV

Differentialform : dS = C,;/dT—l— ‘}jdV
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204 4.4. Mehrdimensionale Integralrechnung

Es gilt:

Es existiert eine Stammfunktion:
S(T,V) = CylnT+RlnV

Damit liegt ein vollstdndiges Differential vor d.h. die Differentialform ist exakt.
Innere Energie:

dU = 6Q + W
dU = 6Q —pdV
= 0 = dU +pdV  Wiarmeumsatz

= fidU + fodV
ofr _ Of: _ Op _
8V_O 8U—8U—const. #0
1 3
D VR U 2R
2 12
T=- ===
R 3U = p V3U
= gg = ‘1/2 d.h. 6Q ist nicht exakt

Bedeutung:

dF gibt in 1. Ordnung die Anderung der Funktion F(#) wenn sich die unabhingigen
Variablen x; um dx; dndern.

Anwendung:

a) Lineare Approximation

Analog zur linearen Approximation von Funktion einer Verdnderlicher: in der Néhe
von Ty gibt der Ausdruck

F@) = (@) + S @n)o — ao) + (@)~ )

eine Ndherung fiir den Verlauf der Funktion f(Z) = Tangentialebene.

b) Fehlerrechnung

_of of

dz,,



KAPITEL 4. FUNKTIONEN MEHRERER VERANDERLICHER 205

z = f(Z) sei eine MeBgrofle, die von MeBgrofen x; mit einem MeBfehler Ax; abhéngt.

Eine Abschitzung fiir den ”MeBfehler” Af von f gibt:

8I1 81‘2
Beispiel:
f%R .’171—>U $2—>I
U
=7
R =7 I
SQ § I
1
% = x
U
(1 *
a N
U
1 U
AR = |-A —AT
R = [7a0]+ |Ead

4.4.2 Wegintegrale (2. Art)

A

f(z,y)

BCIRR

Az
S Sei f eine stetige Funktion A 5B mit (x,y) — f(z,y) und C 1y = ¢(z), a
eine stickweise stetige Kurve mit eindeutigem Durchlaufsinn, wobei (x,d(x))

a<z<bh.
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206 4.4. Mehrdimensionale Integralrechnung

Teilt man die Kurve C' in n Intervalle As; mit zugehorigem Intervall Ax; (i =1,...,n)
lings der x— Achse, so strebt die Summe

S fln g = olar) A

i=1

mit (z;) den Mittelpunkten der Intervalle i fiir n — oo einem Grenzwert zu:

ggglOZf:cz, ;) A /f:vy

den man als Wegintegral (2. Art) der Funktion f(x,y) dber die Projektion auf die
x—Achse fiir die Kurve bzw. den Weg C' bezeichnet. Entsprechendes gilt fir das Integral

[ fv)dy

D Als Wegintegral allgemeiner Art uber den Weg C wird die Summe

[ fiemde+ [ folav)dy

(in der Ebene), bzw.

/Cf1($,y,2)d$+/sz(ﬂc,y,z)dy—i-/Cf3($7y,2)d2

(im Raum) bezeichnet.

Beispiel:

Cy

O
N———
By

3L
I
7N

hlry)=z—y  folry)=z+y
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parametrisierte Darstellung des Weges
Weg 012

= dily)=1-y 0O=<y<l
= P(x)=1—2 0<zx<1

/Cl(x—y)dx—i- Cl(x—i—y)dy
— /10(9,;_(1—x))dx+/01(1—y+y)dy
_ /10(2x—1)dx+/01dy

— {xQ — x}(l) + [y]é

= (0-0)—(1-1)+(1-0)—(0-0)

Alternativ: Parametrisierung des Weges:

8
|
ASE
—
©
Il
(VAR
|
Va)
—
=)
IN
Va)
N
—_

/ (x—y)dx+/ (z +y)dy

Cl Cl

= 1—s—s)2'd 1-— 'd
/Cl( s —s)r'ds + Cl( s+ s)y'ds

_ /(1—25)(—1)ds+ 1ds

C1 Cl
52 s9
= 2/‘(51 stZ[sz} =1

S1

Weg Cs:

T o= ¢ay) =1 —y? 0<y<1
y = Polr)=vV1—-2? 0<2x<1

/02(23 —y)da:—l—/cz(x—l—y)dy

- /10(95 —V1—2?)da + /Ol(m+ y)dy

Alternativ: Parametrisierung des Weges:
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208 4.4. Mehrdimensionale Integralrechnung

0<t<m/2
v o= gl = o) | 0
y = ho(t) =sin(t) } 2;2/2

/x— dx+/ (x +y)dy
Co

dx dy
t— t)—dt t int)—=dt
., (cost — sin d + 02(005 + sint) %

to

I
\

[(cost —sint)(—1)sint + (cost + sint) cost] dt

Il
—

t1
to

|—|

—costsint + sintcost + sin®t + cos? t} dt

to

— —

dt =[] = 13 = 7/2

1

m Das Wegintegral hiangt im Allgemeinen nicht nur vom Anfangs- und Endpunkt ab,
sondern vom Verlauf des Integrationsweges selbst ab!

N Im Ausdruck

| A@da+ [ @)y

lassen sich die Funktionen f; und f5 zu einem Vektor zusammenfassen:

Foy ar i oy — 1)
/c (Z) - dZ mit ($)_<f2(f)>

L [ dx
und dx_(dy)

entsprechend fiir 3 Dimensionen:

f1() dx
f(@) =] fo(@) dz = | dy
fg(f) dZ

N Statt Wegintegral spricht man oft auch von Kontur- oder Kurvenintegral

D Als geschlossenen Integrationsweg bezeichnet man Wege, bei denen Anfangs-
und Endpunkt zusammenfallen.
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Symbol:

S Ist ein Wegintegral einer Funktion f(f) fiir einen beliebigen geschlossenen Weg gleich

Null, so hingt fiir jedes Wegintegral von f das Integral nur vom Anfangs- und Endpunkt
ab.

B

= [ f(@)-d7 = () - d7
|, 7@ -az [, fl@)-az
A— B A— B
An C) und C) = —C5 wurden nur die Forderungen gestellt, den geschlossenen Weg

C' zu ergeben und den Anfangs- und Endpunkt gemeinsam zu haben! = / f (%) - dZ ist
wegunabhéngig!

‘? -

o | Welche Eigenschaften mufl eine Funktion f(Z) besitzen, damit dessen Wegintegrale
nur vom Anfangs- und Endpunkt abhéngen?
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210 4.4. Mehrdimensionale Integralrechnung

4.4.3 Wegintegrale fiir Gradientenfelder

D Eine Funktion G(7) heifft Gradientenfeld, falls sie sich als Gradient eines skalaren
Feldes S(Z) darstellen laft:

oS
Oz
oS
dy
oS
Dz

S wird als Potentialfunktion bezeichnet und ist bis auf eine Konstante festgelegt.

S Das Wegintegral einer Gradientenfunktion é(f) hingt nur vom Anfangs- und End-
punkt des Weges ab.

B

iy OT dy 0z
vollstandiges oder totales Differential d.S
Sp(Ep)
- [ s
Sa(Ea)
= Sp— S

?

o | Gibt es Vektorfelder, die keine Gradientenfelder sind, aber dennoch wegunabhéngige
Wegintegrale besitzen?

S Das Wegintegral eines Vektorfeldes ff(f) 1st nur dann wegunabhdngig, wenn es als
Gradientenfeld eines skalaren Feldes S(Z) dargestellt werden kann, d.h.:

A@@) = VS(2)
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Ay(T)
D Unter der Rotation eines Vektorfeldes A(Z) = | A,(7) (ff eR’ 7 ¢ 1R3)

A3(T)
versteht man den Ausdruck
R = rot A(Z) =V x A(Z)

04y 04y
dy 0z R
A .

= | 94 _04s | | R,
0z ox R,
0dy _ 04,
ox y

d.h. es entsteht ein neues Vektorfeld B(T).

A(Z
S Sei ff(i") = A;Efg ein Vektorfeld mit stetigen partiellen Ableitungen A; ., A,
A(Z) L
Ai s, Asg, Aoy, Aoy Asa, Asy, As .. Die Eigenschaft V x A = 0 ist eine notwendige und
hinreichende® Bedingung fir die Wegunabhdngigkeit des Wegintegrals / ff(:i')-df, d.h.
es muf gelten: ¢

0As;  0A; 0As  0A,
oy 0z Oy 0z
% _ % =0 oder % — %
0z ox 0z ox
04, 0A; 0A, _ 0A;
Or Oy Or Oy

Damit gilt: A(Z) ist genau dann ein Gradientenfeld, wenn
rotd = VxA=0
ist. Mit A = VS entspricht diese Bedingung offensichtlich:

oS 028

oydz 020y

*Genau genommen muss dafiir, dass die Bedingung hinreichend ist, gelten, dass die Funktion auf einen
einfach zusammenhéngenden Gebiet definiert ist (siehe weiterfithrende Literatur).
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212 4.4. Mehrdimensionale Integralrechnung

o*s  0°S
020xr  0x0z
9*s  0*°S
oxdy  Oydx

Damit hat man schliellich ein Kriterium fiir die Vollstéandigkeit einer Differentialform.

Integrabilitdtsbedingung:

S Entsprechend der obigen Definition ist

dv = Aldilf + AQ dy + AgdZ
ein vollstindiges Differential, falls

0A; 0Ay 0A; 0As 04, 04
= = und =

oy 0z 0z ox or Oy

d.h. es gibt eine Stammfunktion V(x,y, z).

bzw. in zwei Dimensionen:

Ajdr 4+ Aqdy
1st vollstindig, falls:
oA, _ 0,
or Oy

Beispiele:

a) Die Kraft auf einen Korper im Weltall aufgrund der Schwerkraft ist

- mmg T mmg _
— —_Y— — = —Y———— €z
A T

Masse des Korpers
mg . Masse der Erde
Ortsvektor des Korpers
Ursprung: Erdmittelpunkt
v : Gravitationskonstante

=l

—

mit C =~ mmg

I
—O— —
[ 17
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Definiere:

x
mit 7= | y und \ﬂz(aﬁz—i-yz—i-zz)/
z
x/(x2+y2+22)%
VxG = VxC y/(xQ—i—yQ—i—zQ)%
z/(acz—i-yQ—I—zQ)%
(_§) 22y — Y2z
= C 5 22 3 122 — 22%
(22 +y? + 22)> y2x — 12y
= C0

D.h. es gibt eine skalare Funktion V' mit
G = VvV

Berechnung von V:

Ist man in unendlicher Entfernung von der Erde, so ist dort Foder G=0.DaV
bis auf eine Konstante fest steht, wihlen wir V(co) = 0. Wie lautet V() :

V(i) = / G() - dF + V(o)

—00 SN——
0
Der Integrationsweg ist beliebig!
— FO =/ — —
V() = / G(7) - dF
r—00
(1'07070) ($0:y0a0)
- C / Y i+ C Yy
(00,000 (224 y2 + 22)2 (20,00) (22 +y? + 22)2
(%0,Y0,20) z
+C dz

(z0:y0,0) (22 4 y? + 22)%

C (%0,0,0) C (%0,Y0,0)
= +
l(xz + 12+ ZZ)% ] (00,0,0) [(172 +y? + 22)51 (20,0,0)

—C (%0,Y0,20)
(22 +y2 + 22)2

(70,%0,0)
_¢,c¢ c ,c C L, C
ro 00 (aF+yd)F w0 (B++aR): (134 )
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4.4. Mehrdimensionale Integralrechnung

B C

(23 + 42 + 22)*
. C

|70]

D.h. die Potentialfunktion ist eine eindeutige Funktion vom Ort und héngt nur
vom Abstand ab.

IAGIRES 1|2

|7

— |

|7

—_

V(|7]) o 7
solange |7| > rg (Erdradius)

b) Thermodynamik:

Statt Potentialfunktionen spricht man von Zustandsfunktionen, die den Zu-
stand eines Systems in eindeutiger Weise kennzeichnen und nicht davon abhéngen,
auf welchem Wege, d.h. iiber welche Prozeffiihrung der Zustand eingestellt wurde.

Innere Energie U (Gesamtenergie des Sytems):
allgemein: U = U(T,p,V)

T, p,V sind iiber Zustandsgleichung p = p(V,T') verkniipft.
z.B. ideales Gas (1 mol):

_ RT
P =y
U = UT,V)

totales Differential:

ou ou
dU = (fﬂ’)vdT+<8\/>TdV
ou

= dT — | d
Cuar+ (57 av

Cy : molare spezifische Wéarme bezogen auf 1 mol bei konstantem Volumen.
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Fiir ein ideales monoatomares Gas gilt:

3
= —RT

U 2R

ou 3

d.h. Cy = a—T—aR—const

ou
= -
oV
dU = CydT

m Nicht jede thermodynamische Grofe ist eine Zustandsfunktion

1. Hauptsatz der Thermodynamik:
dU = 0Q + Q\W’C

— ,
Wirmemenge Arbeit

0Q = dU — oW
= dU + pdV Volumenénderung
CydT + pdV ideales Gas

RT
oC T
Y —0 # ORT R
ov ar v Vv
= 0@ ist kein vollstédndiges Differential, da die Integrabilitéitsbedingung nicht erfiillt

1st.

4.4.4 Mehrfachintegrale

Problem: Im Planquadrat einer Karte sei die Hohe h(x,y) angegeben. Wie grof ist die
mittlere Hohe in diesem Planquadrat?

Ax
T T
Y2 | '
€ [
[
T 1o
T [
—-+ 1
€ [
T L
I v ___
jE------ W] Ay
[
T 1o
T [
- [
€ [
[
-+ L
- [
y, TR
T b D)
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216 4.4. Mehrdimensionale Integralrechnung

1. Schritt: Berechnung der Fliche des Planquadrats:

A = (za—21) (Y2 — 1)

= Z(yz — 1) Az

i=1

= % (%Ay) Ax

i=1 \j=1

2. Schritt: Berechnung der mit der Hohe gewichteten Fléche

Analog zur Umformung fiir A:

H = /:2 (/:2 h(z, y)dy) dz

z.B.: h(z,y) = ax + by

y2
(ax + by dy] dx

Y1

LU

[ (st -+ 202
X
(22

(23 — 27) (g2 — 1) + b(wa—wl)(yz yi)

1172‘1‘561 1/2‘1‘3/1}
b
2 + 2

—21)(y2 — 1) {a
3. Schritt

E:

H To + x4 Y2 + 1
. b
A 5 TV

D Integrale vom Typ

z2  ry2=¢2(x)
/x /y f(z,y)dydz

1 1=¢1(x)

werden als Mehrfachintegrale bezeichnet (hier Doppel- oder Zweifachintegral ) wobei
von "innen” nach "aufen” integriert wird (d.h. zuerst beziiglich y dann beziiglich x). Die
Ausdehnung des Integrationsbereiches wird durch die Abhdngigkeit der Integrationsgrenzen
von den tbrigen unabhdngigen Variablen zum Ausruck gebracht.
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Beispiel:

Volumen einer Kugel mit Radius R:

Yy
. $2(7)
/
B b1()
€1 To T
Wry) = R —a?—y?

Hohe iiber x, y—Ebene

Betrachte 1. Oktant

le-
o 2|

V o yo=v R2—x2
— = / / VR? — 2?2 —y2dy| do
8 x1 0
= h(z,y)
)
Oo(z) = VR? — 2?
=
\93120 o =R 7’
¢1(z) = 0 =const.
Ny
2 2 2\1 2 _ .2 : Y
y(R* — z° —y°)2 + (R° — %) arcsin R2_$210 dz
[ 1
—_—~
7 2(p2_ .2 (P2 .2\\3 2 _ .2 : R? — a2
VR? — 22(R* —2° — (R — 2%))2 +(R* — %) arcsin =
—x
0
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218 4.4. Mehrdimensionale Integralrechnung
0
—0 (R? — 2*) + (R? — 2%) arcsin T dz
0
1 =
5 (R? — 2% =dw
R
Z / (R* — 2*)dx
0
s 1"
o R2 - 3:|
1 [”“" 37 1o
2
R
34
=V LR
37T

was zu erwarten war!

Berechnung mittels Polarkoordinaten:

Vv ~
g = /h(r7¢) dA(Tv ¢)
- /R/ h(r, &) r dodr
0 0
R =
= [ [ VR =rraedr
YA dr
dA =rdedr
. dor
dr @
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= - —R?
83

4
=V = gwR?’

S Fiir ein Mehrfachintegral gilt beim Ubergang von einem Koordinatensystem in ein
zweites, z2.B. (x,y) — (r, @)

/ /992(:v) f(z,y)dydx = / /h1(r L y(r, @) | D| dodr

— / /hl(r )| D| dédr

mat der Jacobischen Determinante

Oxr Ox

or a¢ Ox 0y  Ox Oy
D = - -4 _=~7

dy dy ord¢y  0¢Or

or  0¢

Beispiel: kartesische — polare Koordinaten:

= rcoso

= rsing

cos¢ —rsin¢

2 .2
. = rcos r sin
sing  rcos¢ o+ ¢

= r

Anwendung;:

I’ = /Oo e_"”de/oo e_dey
0 0
L1
= / / —? dxdy
= / / (@%+4?) dxdy
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220 4.4. Mehrdimensionale Integralrechnung

Y
0<r<oo 0<zr<o0

/ /§</0<¢<7r/2 0<y<oo

oo /2 9

= / / e " rdrde

o Jo
T [ 2

= 5/0 e " rdr

71'—1 _p2]%°
- 57[6 }0

—1

ol

=1 =

Anwendung in der physikalischen Chemie - Orbitalmodelle: hier Wasserstoff 1s-Orbital
Uy (7) = U(r0,¢)=Ne @
mit ag Bohrscher Radius.
2 9 v
W = [ = N

hierbei ist |¥|* die Aufenthaltswahrscheinlichkeit eines Elektrons beim Radius r. N ist
ein Normierungsintegral, d.h. die Funktion mufl noch normiert werden, und zwar so, dafl
die Aufenthaltswahrscheinlichkeit im gesamten Raum W gleich eins ist.

Fordere also:

/W(F)dr ~ 1

R prm 2w o
N /// N2e wdgsinfdor?dr = 1
0 0 0

R o r27m o %
[/ / / e 20 d¢sin dor3dr
o Jo Jo

Analoge Vorgehensweise bei 3-fach Koordinaten
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kartesische Koordinaten sphérische Koordinaten

m sin fd¢

dy Volumenelement

dx@dz dV =dxdydz

Volumen einer Kugel mit Radius R:

- kartesische Koordinaten

- Kugelkoordinaten

/f(r,@, AV (r,0,0) = /OR/O% /OW £(r,0,6) 2 sin 0d6dodr
————
-7

R /27 pm
_ / / / r2 sin 0dAdGdr
0 0 0
R

3
_ Q.QW[T]
3 0

47
- —_R?
3

© H. Ebert, 14. Ausgabe — WS 2020/21



	Inhaltsverzeichnis
	Grundlagen
	Literatur
	Mengen
	Verknüpfungen und Gruppen
	Funktionen
	Zahlen
	Natürliche Zahlen, Prinzip der vollständigen Induktion
	Ganze, rationale und reelle Zahlen
	Komplexe Zahlen


	Analytische Geometrie und Lineare Algebra
	Vektoralgebra
	Einführung des Vektorbegriffs in Anlehnung an die Euklidsche Geometrie
	Gleichheit, Addition, Subtraktion und Multiplikation mit einem Skalar

	Das skalare Produkt zweier Vektoren
	Das Kreuzprodukt und Spatprodukt
	Geraden- und Ebenengleichung
	Lineare Vektorräume
	Matrizen
	Definitionen
	Gleichheit, Addition, Subtraktion und Multiplikation mit einem Skalar

	Matrixmultiplikation
	Elementare Umformungen
	Rang einer Matrix
	Inverse von quadratischen Matrizen
	Determinanten
	Definitionen
	Eigenschaften von Determinanten
	Berechnung einer Determinanten
	Lineare Gleichungssysteme
	Definitionen
	Lösbarkeit eines LGS's
	Basistransformation und Symmetrieoperationen
	Koordinaten eines Vektors bezüglich einer festen Basis
	Basistransformation
	Symmetrieoperationen
	Eigenwertprobleme
	Definitionen
	Lösung eines Eigenwertproblemes
	Eigenschaften eines Eigenwertproblemes

	Funktionen einer Variablen
	Grundbegriffe
	Definitionen
	Darstellung einer Funktion
	Umkehrfunktion
	Verknüpfung von Funktionen

	Grenzwerte
	Zahlenfolgen
	Grenzwert einer Funktion
	Methoden der Grenzwertbestimmung

	Stetigkeit
	Definitionen
	Eigenschaften von stetigen Funktionen

	Elementare Funktionen
	Ganze rationale Funktionen
	Gebrochen rationale Funktionen
	Potenz- und Wurzelfunktionen
	Trigonometrische Funktionen
	Exponential- und Logarithmusfunktion

	Differentialrechnung
	Definitionen und geometrische Deutung
	Ableitungen elementarer Funktionen
	Differentiationsregeln
	Ableitungen höherer Ordnung
	Kurvendiskussion
	Eigenschaften differenzierbarer Funktionen
	Anwendungen

	Integralrechnung
	Geometrische Deutung und Definitionen
	Eigenschaften des bestimmten Integrals
	Stammfunktionen und unbestimmtes Integral
	Integrationsregeln
	Integration gebrochen rationaler Funktionen
	Uneigentliche Integrale
	Interpolation und numerische Integration

	Potenzreihenentwicklung von Funktionen
	Taylorentwicklung
	Potenzreihen


	Funktionen mehrerer Veränderlicher
	Definition, Einführung
	Der Begriff der Stetigkeit
	Mehrdimensionale Differentialrechnung
	Differenzierbarkeit
	Partielle Ableitungen
	Partielle Ableitungen höherer Ordnung
	Extremwerte
	Kettenregeln für die partielle Differentiation

	Mehrdimensionale Integralrechnung
	Differentialformen
	Wegintegrale (2. Art)
	Wegintegrale für Gradientenfelder
	Mehrfachintegrale



